אוניברסיטת אריאל  בשומרון
מבחן  בנושא:  הסתברות וסטטיסטיקה
מס' קורס : 2-4420310-1 , 2-4420310-3 , 2-4420310-2  , 2-4420310-4
ד"ר אפרים שמרלינג , ד"ר רוברט שוורץ, ד"ר אליעזר הירשברג, ד"ר אלכסנדר קפלונובסקי
סמסטר א',   מועד  א',   תשע"ח, 08.02.2018
זמן הבחינה:  150 דקות      
מותר להשתמש במחשבון
           נא לכתוב בכתב ברור.
יש לענות על 5 מתוך 6 השאלות הבאות (כל שאלה 20 נקודות)
שאלה 1
מנת המשכל X של אוכלוסייה מסוימת מתפלג נורמלית עם ממוצע μ  וסטיית תקן σ . ל- 10% מהאוכלוסייה יש  מנת משכל גבוהה מ- 130, וב –20% מהאוכלוסייה יש מנת משכל קטנה מ- 90.

1)   חשב את μ ו- σ    .
2)  מהי מנת המשכלK     של האחוזון העליון , כלומר P(X>K)=0.01.
פתרון
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ב)

[image: image2.wmf]8

.

149

33

.

2

87

.

18

85

.

105

99

.

0

87

.

18

85

.

105

01

.

0

)

(

99

.

0

=

=

=

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

F

=

>

K

z

K

K

K

X

P


שאלה 2

 נתונה  פונקציית  הצפיפות  
                            [image: image4.png]


                                     

1) מצא את A     

2) מצא את התוחלת ואת השונות    
3) מצא את פונקציית  התפלגות                 
4) מצא את ההסתברויות :  P(0.2<X<0.4) 
                                                     P(0.7<X<3)
פתרון
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ב)

שאלה 3

במטבע א' ההסתברות לקבל עץ היא 0.3 . במטבע ב' ההסתברות לקבל עץ היא  0.6 . בוחרים באחד מן המטבעות ומטילים אותו 8 פעמים, כאשר ההסתברות לבחור במטבע א' שווה ל- 0.65.
1)  מה ההסתברות  לקבל בדיוק 5 פעמים עץ ? 

2) אם התקבל  5 פעמים עץ , מה ההסתברות שהוצא מטבע א' ? 

פתרון
נסמן 
[image: image6.wmf]1

A

– במטבע א',  
[image: image7.wmf]2

A

 – במטבע ב',  B - ההסתברות  לקבל בדיוק 5 פעמים עץ
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שאלה 4

בבחינה 30 שאלות,  לכל שאלה 5 תשובות אפשריות שרק 1  מהן נכונה. תשובה נכונה מעניקה  6  נקודות ותשובה  שאינה נכונה גורעת נקודה   אחת  . תלמיד שלא התכונן לבחינה מנחש את תשובותיו. חשב את התוחלת והשונות למספר הנקודות שיקבל בבחינה.
פתרון
נסמן X – מספר תשובות נכונות
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נסמן Y – מספר הנקודות שיקבל תלמיד
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שאלה 5
בכד  2 כדורים לבנים ו- 8 כדורים שחורים. מוציאים כדורים מהכד עד שהוצאו ברצף 2 כדורים מאותו הצבע, או עד שהוצאו 6 כדורים. נסמן ב- [image: image12.png]


 את מספר הכדורים שהוצאו.
1) חשב את התוחלת ואת השונות של [image: image14.png]


 כאשר ההוצאות בוצעו עם החזרה.
2) חשב את התוחלת ואת השונות של [image: image16.png]


 כאשר ההוצאות בוצעו ללא החזרה.

פתרון

1) עם החזרה
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ב) בלי החזרה 
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שאלה 6
מספר הביצים שמטילים במשך חודש בכל בית יונה  מתפלג פואסונית, עם ממוצע  3.  אספו קבוצה של 48 בתי יונה.
1) חשב את ההסתברות שהמספר הכולל של הביצים שהוטלו ב- 48 בתי היונה שנבחרו באקראי, יהיה גדול מ- 150.

2) חשב את ההסתברות שלפחות 10 בתי יונה יוטלו לכל היותר 2 ביצים.
.

פתרון

א)
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2. הסתברות שבת יונה מטילה לכל היותר 2 ביצים

[image: image20.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

423

.

0

!

2

3

!

1

3

!

0

3

2

1

0

2

2

1

0

3

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

×

=

=

+

=

+

=

=

£

=

-

e

X

P

X

P

X

P

X

P

p


נסמן Y – מספר בתי-יונה מתוך קבוצה של 48 שמטילים לכל היותר 2 ביצים.
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בהצלחה !!!
סטטיסטיקה תיאורית
סימנים בסיסיים לשימוש :
	אורך האינטרוול
	l
	
	אמצע הקבוצה
	
[image: image22.wmf]x

¢

or MP

	צפיפות האינטרוול
	d
	
	גודל המדגם
	N

	ממוצע
	
[image: image23.wmf]x


	
	סכום אברים
	
[image: image24.wmf]S



	חציון
	
[image: image25.wmf]e

M


	
	שכיחות מוחלטת
	f 

	השכיח
	
[image: image26.wmf]0

M


	
	שכיחות מצטברת
	F 

	סטיית תקן
	
[image: image27.wmf]s


	
	שכיחות יחסית
	p

	שונות
	
[image: image28.wmf]2

s


	
	ציון תקן
	
[image: image29.wmf]i

z




n  -   מספר קבוצות (מחלקות)
Li     -    גבול תחתון של קטע  i.
Ri   -      גבול עליון של קטע  i.
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מציאת טווח:   

1)   
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(קיבוץ תצפיות לפי ערכים בודדים)    
2)   
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        (קיבוץ נתונים לפי קטעים.)

[image: image33.wmf]N

f

p

i

i

=



[image: image34.wmf],

i

i

i

l

f

d

=



[image: image35.wmf]å

å

=

=

×

=

×

¢

=

n

i

i

i

n

i

i

i

P

x

f

x

N

x

1

'

1

1

                         
[image: image36.wmf](

)

(

)

(

)

2

1

2

2

2

2

2

2

)

(

)

(

1

1

x

p

x

x

x

f

N

x

x

P

x

x

f

N

n

i

i

i

i

i

i

i

i

i

-

×

¢

=

-

¢

×

=

-

¢

×

=

-

¢

×

=

å

å

å

å

=

s



[image: image37.wmf]å
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מציאת שכיח ( קיבוץ תצפיות לפי קטעים)
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[image: image40.wmf]i

 - קבוצת השכיח  
[image: image41.wmf])
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מציאת חציון  (קיבוץ תצפיות לפי קטעים)

[image: image42.wmf])

2

(

1

-

-

´

+

=

i

i

i

i

F

N

f

l

L

Me

    
    
[image: image43.wmf]i

 - קבוצת החציון (
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אם ניתן למצוא את i    שעבורו  
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מציאת חציון  (קיבוץ תצפיות לפי ערכים בודדים)
אם ניתן למצוא את i    שעבורו  
[image: image48.wmf]2
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אם ניתן למצוא את i    שעבורו  
[image: image51.wmf],

2

N

F

i

=



[image: image52.wmf]2

/

)

(

1

+

+

=

i

i

e

x

x

M


  
[image: image53.wmf]s

x

x

z

i

i

-

¢

=


אקסיומות ההסתברות
1) תכונות כלליות  של פונקצית הסתברות 
[image: image54.wmf])

(

A

P

 כאשר 
[image: image55.wmf]A

- מאורע כלשהו

[image: image56.wmf]W

 - מרחב מאורעות  או אוסף כל התוצאות האפשריות של ניסוי  או מאורע וודאי.
    
[image: image57.wmf](

)

(

)

(

)

1

0

,

1

,

0

£

£

=

W

=

A

P

P

Φ

P


2)  
[image: image58.wmf](

)

(

)

1

=

+

A

P

A

P

,     
[image: image59.wmf](

)

(

)

A

P

A

P

-

=

1

 כאשר 
[image: image60.wmf]A

 - מאורע משלים 
[image: image61.wmf](

)

W

=

È

A

A


3) 
[image: image62.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

PABPAPBPAB

È=+-Ç


4)  
[image: image63.wmf]B

A

,

 מאורעות זרים אם  
[image: image64.wmf]F

=

B

Ç

A

   ומתקיים  
[image: image65.wmf](

)

(

)

(

)

B

P

A

P

B

A

P

+

=

È


  נוסחאות שימושיות נוספות:
5)  
[image: image66.wmf](

)

(

)

(

)

B

A

P

A

P

B

A

P

Ç

-

=

Ç

  
6)  
[image: image67.wmf](

)

(

)

B

A

P

B

A

P

Ç

=

È

,       
[image: image68.wmf](

)

(

)

B

A

P

B

A

P

È

=

Ç

 (דה מורגן)

קומבינטוריקה
 תמורות  


[image: image69.wmf](

)

!

!

!

!

,

,

,

,

;

!

2

1

2

1

k

k

n

n

n

n

n

n

n

n

n

P

n

P

×

×

=

=

K

K

                              
בחירות
	בלי החזרה
	עם החזרה
	

	
[image: image70.wmf](

)

!

 

!

 

k

n

n

A

P

k

n

k

n

-

=

=


	
[image: image71.wmf]k

n


	סדר חשוב
(חליפות)

	
[image: image72.wmf](

)

!

 

 

!

 

!

 

k

n

k

n

C

k

n

-

=


	
	סדר לא חשוב
(צירופים)


הסתברות מותנית 

[image: image73.wmf](

)

B

A

P

/

- קוראים:  ההסתברות המותנה של מאורע
[image: image74.wmf]A

 כאשר ידוע שהמאורע 
[image: image75.wmf]B

 
 התרחש  (בקיצור, ההסתברות של  
[image: image76.wmf]A

 בתנאי 
[image: image77.wmf]B

).
              
[image: image78.wmf](

)

(

)

(

)

B

P

B

A

P

B

A

P

Ç

=

/

,      
[image: image79.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

B

P

A

B

P

A

P

B

A

P

/

/

×

=

   
אם  
[image: image80.wmf]B

A

,

 מאורעות זרים אז מתקיים  
[image: image81.wmf](

)

0

/

=

B

A

P


אם  
[image: image82.wmf]B

A

,

 מאורעות בלתי תלויים  אז מתקיים  
[image: image83.wmf](

)

(

)

A

P

B

A

P

=

/

 ,  
[image: image84.wmf](

)

(

)

(

)

B

P

A

P

B

A

P

×

=

Ç


אם  
[image: image85.wmf]B

A

,

 מאורעות תלויים  אז מתקיים  
[image: image86.wmf](

)

(

)

A

P

B

A

P

¹

/

,  
[image: image87.wmf](

)

(

)

(

)

B

P

A

P

B

A

P

×

¹

Ç


נוסחת ההסתברות השלמה:    

[image: image88.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

n

n

E

P

E

A

P

E

P

E

A

P

A

P

×

+

+

×

=

/

.

.

.

/

1

1

 
כאשר 
[image: image89.wmf]n

E

E

E

,

.

.

.

,

,

2

1

 מאורעות זרים שאיחודם הוא כל המרחב 
[image: image90.wmf]W

: 
[image: image91.wmf](

)

å

=

=

n

i

i

E

P

1

1


נוסחת בייז :

[image: image92.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

n

n

E

P

E

A

P

E

P

E

A

P

E

P

E

A

P

A

P

E

P

E

A

P

A

E

P

×

+

+

×

×

=

×

=

/

.

.

.

/

/

/

/

1

1

1

1

1

1

1


נוסחה נוספת:    
[image: image93.wmf](

)

(

)

B

A

P

B

A

P

/

1

/

-

=


מומנטים למשתנה בדיד

תוחלת   
[image: image94.wmf]ii

E(x)xP(x)

=

å

,         שונות    
[image: image95.wmf](

)

2

2

Var(x)E(x)E(x)

=-


תכונות של תוחלת ושונות:      

[image: image96.wmf]2

()(),()(),()()()

EbXabEXaVarbXabVarXEXYEXEY

×+=×+×+=×+=+


נוסחת התוחלת השלמה
נתונים קבוצה שלמה של מאורעות זרים [image: image98.png]{Ay, .,



. [image: image100.png]


 משתנה מקרי כלשהו אזי:
[image: image101.png]E(X)=E(X|A,)-P(A)+E(X|Ay)-P(A)+...+E(X | A4,) - P(4,)




התפלגות בינומית    (ברנולי)   
[image: image102.wmf])

,

(

~

p

n

B

X

 
n - מספר ניסוים,   p - הסתברות  של הצלחה בכל ניסוי בודד,      נסמן: 
[image: image103.wmf]p

1

q

-

=

.
 ההסתברות שמתוך  n    ניסויים יהיו  בדיוק  k  הצלחות:   
[image: image104.wmf]k

n

k

k

n

q

p

C

)

k

X

(

P

-

=

=


תוחלת ושונות של התפלגות בינומית: 
[image: image105.wmf]np

)

X

(

E

,

npq

)

X

(

VAR

=

=


התפלגות גיאומטרית  (עד  הצלחה  ראשונה)  
[image: image106.wmf])

p

(

G

~

X


p - הסתברות  של הצלחה בכל ניסוי בודד,

 נסמן: 
[image: image107.wmf]p

1

q

-

=


ההסתברות שההצלחה הראשונה תתרחש בניסוי מס'   k:  
[image: image108.wmf]p

q

k

X

P

k

×

=

=

-

1

)

(



[image: image109.wmf]k

q

1

)

k

X

(

P

-

=

£

,    
[image: image110.wmf]k

q

)

k

X

(

P

=

>

,     
[image: image111.wmf]2

p

p

1

)

X

(

VAR

,

p

1

)

X

(

E

-

=

=


  סכום של סדרה הנדסית אינסופית: 
[image: image112.wmf](q1)

<

 
[image: image113.wmf]2

a

Saaqaq...

1q

=+++=

-


 התפלגות פואסון  
התפלגות פואסון עם פרמטר 
[image: image114.wmf]l

:  
[image: image115.wmf])

(

P

~

X

l



[image: image116.wmf]l

 הוא  המספר הממוצע של האירועים ליחידת זמן, 
[image: image117.wmf]0

>

l


ההסתברות שביחידת הזמן יתרחשו בדיוק k אירועים היא:  
[image: image118.wmf]!

k

e

)

k

X

(

P

k

l

l

×

=

=

-


תוחלת ושונות:  
[image: image119.wmf]l

l

=

=

)

X

(

E

,

)

X

(

VAR


קירוב פואסון לבינומית (עבור n  גדול ו p קטן) מציבים   
[image: image120.wmf]np

=

l


משתנה  מקרי  רציף 
 (x) f    פונקצית צפיפות,    
[image: image121.wmf]b

x

a

<

<

,          (x) F   פונקצית ההתפלגות.

[image: image122.wmf]b

a

f(x)dx1

=

ò

,    
[image: image123.wmf]x

a

F(x)f(t)dt

=

ò

,    
[image: image124.wmf]F(x)f(x)

¢

=

,   
[image: image125.wmf]F(a)0

=

,   
[image: image126.wmf]F(b)1

=

,   
F(x)  אינה יורדת, כלומר אם:  
[image: image127.wmf]b

d

c

a

£

<

£

  אז  
[image: image128.wmf])

(

)

(

d

F

c

F

£

.

[image: image129.wmf]ò

-

=

=

<

<

d

c

c

F

d

F

dx

x

f

d

X

c

P

)

(

)

(

)

(

)

(

  ,  
[image: image130.wmf]ò

=

=

<

c

a

c

F

dx

x

f

c

X

P

)

(

)

(

)

(



[image: image131.wmf]2222

()(),()()(()),()(),

bb

aa

EXxfxdxVarXEXEXEXxfxdx

=×=-=×

òò


התפלגות נורמלית   (גאוס)   
[image: image132.wmf])

,

(

~

2

s

m

N

X


X הוא משתנה נורמלי עם פרמטרים 
[image: image133.wmf]m

 ו-
[image: image134.wmf]s

, אם פונקצית הצפיפות שלו ניתנת על ידי
סימונים: 
[image: image135.wmf](

)

(

)

m

s

=

=

X

E

,

X

Var

2

.
אם 
[image: image136.wmf])

,

(

~

s

m

N

X

  אזי  
[image: image137.wmf])

1

,

0

(

~

N

X

Z

s

m

-

=

     
פונקצית התפלגות של X  היא:   
[image: image138.wmf]t

P(Xt)

m

s

-

æö

£=F

ç÷

èø


כאשר 
[image: image139.wmf])

t

Z

(

P

)

t

(

£

=

F

  היא פונקצית ההתפלגות המצטברת של המשתנה הנורמלי הסטנדרטי 
והיא נתונה בטבלה.      תכונות של פונקצית 
[image: image140.wmf]()

t

F

:

[image: image141.wmf]1

)

a

(

2

)

a

Z

a

(

P

-

F

=

<

<

-

,      
[image: image142.wmf])

(

)

(

)

(

1

2

2

1

t

t

t

z

t

P

F

-

F

=

<

<

,     
[image: image143.wmf]1

zz

aa

-

=-

.

[image: image144.wmf]()1()

PZtPZt

>=-£

,  
[image: image145.wmf]()1()

tt

F-=-F

.
סכום והפרש התפלגויות נורמליות: 
נתונים [image: image147.png]X;~N(py, 07), Xy~N(py, of)



 משתנים מקריים בלתי תלויים, אזי מתקיים: [image: image149.png]Xy + X,~N(py +py, 0f +07)



, 
[image: image150.png]Xy — X,;~N(py —pp,  0f +07)




משפט הגבול המרכזי:
היו 
[image: image151.wmf]n

1

X

,

.

.

.

,

X

 - משתנים מקריים בלתי תלויים  בעלי  התפלגות זהה שתוחלתה 
[image: image152.wmf]m

  ושונותה 
[image: image153.wmf]2

s

 אזי:  
   
[image: image154.wmf]å

=

i

X

S

;       
[image: image155.wmf])

2

)

n

σ

(

μ,

N(n

~

S

×

×

     

[image: image156.wmf]n

Xi

X

å

=

;           
[image: image157.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

2

)

(

,

~

n

N

X

s

m

;  
קירוב נורמלי למשתנה בינומי:
יהי X משתנה בינומי בעל פרמטרים 
[image: image158.wmf]n

 ו-
[image: image159.wmf]p

 
כלומר 
[image: image160.wmf])

p

,

n

(

B

~

X

. אזי לכל  
[image: image161.wmf]t

 ממשי עבור 
[image: image162.wmf]n

 גדול (לפחות: n>30) מתקיים: 

[image: image163.wmf])

,

(

~

;

1

2

q

p

n

p

n

N

X

p

q

×

×

×

-

=

    

[image: image164.wmf](

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

F

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

+

F

=

£

£

)

1

(

2

/

1

)

1

(

2

/

1

1

2

2

1

p

np

np

k

p

np

np

k

k

X

k

P


רווח בר- סמך לממוצע כאשר סטיית התקן ידועה:

[image: image165.wmf]m

- ממוצע האוכלוסייה, 
[image: image166.wmf]2

s

 - שונות האוכלוסייה, 
[image: image167.wmf]s

 - סטיית התקן של האוכלוסייה.
  
[image: image168.wmf]x

 - ממוצע המדגם,
[image: image169.wmf]a

 - רמת המובהקות, 
[image: image170.wmf]a

-

1

 רמת הביטחון,
[image: image171.wmf]n

 - גודל המדגם , d- סטיית המדגם.
רווח בר-סמך ל-   
[image: image172.wmf]m

 :         
[image: image173.wmf]n

a

x

s

×

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

Z

±

2

1


גודל המדגם  הדרוש כדי שברמת בטחון  
[image: image174.wmf]a

-

1

,  הסטייה  בין 
[image: image175.wmf]m

  לבין  
[image: image176.wmf]X

  (חצי אורך הרווח) לא תעלה על 
[image: image177.wmf]d

 הוא: 
 
[image: image178.wmf]2

2

1

ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

³

-

d

z

n

a

s

 ; 
[image: image179.wmf]n

z

d

a

s

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

-

2

1


אינטגרציה וגזירה בחלקים:  
 
[image: image180.wmf])

(

)

(

'

)

(

)

(

'

)]'

(

)

(

[

x

u

x

v

x

v

x

u

x

v

x

u

+

=

       
 
[image: image181.wmf])

(

/

)]

(

)

(

'

)

(

)

(

'

[

)]'

(

/

)

(

[

2

x

v

x

u

x

v

x

v

x

u

x

v

x

u

-

=

 
  
[image: image182.wmf]ò

ò

-

=

dx

x

u

x

v

x

v

x

u

dx

x

v

x

u

)

(

)

(

'

)

(

)

(

)

(

)

(

'

   
_1578326161.unknown

_1579688572.unknown

_1579701381.unknown

_1579868969.unknown

_1579688573.unknown

_1579010533.unknown

_1578336184.unknown

_1578324983.unknown

_1578325942.unknown

_1578325090.unknown

_1578320718.unknown

_1578324955.unknown

_1578320132.unknown

