תאריך:    10.11.06

סמסטר קייץ תשס'ו, מועד ב` 

מבחן ב"הסתברות וסטטיסטיקה" – 20019

המרצה:  אלכסנדר  קפלונובסקי 
הוראות המבחן:

1. משך המבחן 3 שעות

2. חומר עזר פתוח
3. עליך לפתור סה"כ 4 בעיות מתוך 6 בעיות. נא לרשום בראש המחברת אלו שאלות יש לבדוק.
4. הסבר ונמק את תשובותיך
5. משקל כל שאלה – 25 נקודות
* * *
שאלה 1 

זיהום מקורות מים על-ידי מפעלים תעשייתיים מהווה בעיה אקולוגית מזה זמן רב.

נגדיר את המאורעות הבאים:

A={נחל הקישון מזוהם}

B={בדגימת מים מהנחל נמצא זיהום}

C={הדגים מתו}

נניח כי:

הסיכוי כי נחל הקישון מזוהם שווה ל- 0.3.
אם ידוע כי נחל הקישון מזוהם, הסיכוי כי בדגימת מים מהנחל יימצא זיהום שווה ל- 0.75.
אם ידוע כי נחל הקישון לא מזוהם, הסיכוי כי בדגימת מים מהנחל יימצא זיהום שווה ל- 0.2.
א)  ( 10 נק`) חשב את ההסתברות שיקרה לפחות אחד מהמאורעות A, B.

בנוסף לאמור בראש השאלה:
אם ידוע כי נחל הקישון מזוהם וגם בדגימת מים מהנחל נמצא זיהום, הסיכוי כי הדגים ימותו שווה ל- 0.2.
אם ידוע כי נחל הקישון לא מזוהם וגם בדגימת מים מהנחל נמצא זיהום, הסיכוי כי הדגים ימותו שווה ל- 0.15.

אם ידוע כי נחל הקישון מזוהם, וגם בדגימת מים מהנחל לא נמצא זיהום, הסיכוי כי הדגים ימותו שווה ל- 0.8.
אם ידוע כי נחיל הקישון לא מזוהם, וגם בדגימת מים מהנחל לא נמצא זיהום, הסיכוי כי הדגים ימותו שווה ל- 0.9.
ב)  ( 15 נק`)  חשב את ההסתברות כי נחל הקישון מזוהם, בהינתן שהדגים מתו, ובדגימת מים מהנחל לא נמצא זיהום.

פיתרון 

א)  מהנתונים:
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מהנתונים:
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מיקום בדיאגרמת וון:
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ב) 
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שאלה 2 

מספר הפעמים שאדם לוקה בשפעה במהלך שנה הוא משתנה מקרי פואסוני עם פרמטר (=5 .

מדען טוען שבידיו חיסון אשר יעיל לגבי  75% מהמחוסנים. היעילות תתבטא  בכך שהמחוסנים ילקו בשפעת מספר פעמים בשנה שהוא משתנה מקרי פואסוני עם פרמטר (=3.

על שאר 25% מהמחוסנים החיסון לא ישפיע. 

אדם התחסן וחלה בשפעת פעמיים במשך השנה. מה ההסתברות שהוא שייך לקבוצה שהחיסון משפיע עליה?
פיתרון 

A המאורע החיסון משפיע על האדם כלומר מספר הפעמים שיחלה במשך השנה הוא משתנה מקרי P(3).


[image: image5.wmf]A

 המאורע החיסון לא משפיע על האדם כלומר מספר הפעמים שיחלה במשך השנה הוא משתנה מקרי P(5).

X משתנה מקרי המציין מספר הפעמים שאדם חולה במשך שנה. 

X|A~P(3)
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 יש לחשב P(A|X=2)
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שאלה 3 

מחלקים באקראי 3 מכתבים ל-4 תיבות.

נגדיר את המשתנים המקריים הבאים:

X - משתנה מקרי המציין מספר המכתבים שחולקו לתיבה מס 1.

Y– משתנה מקרי המציין מספר המכתבים שחולקו לתיבה מס 2.

א)  ( 15 נק`)  בנה את פונקצית ההסתברות המשותפת של הוקטור האקראי (X,Y).

ב)  ( 10 נק`)  האם X ו- Y משתנים מקריים בלתי מתואמים/ מתואמים? 

(הדרכה: לקיצור החישובים מומלץ ראשית לזהות את ההתפלגות של המשתנים המקריים החד-מימדיים X ו- Y).

פיתרון 

א.
א.
	ערך X
	ערך Y
	משמעות
	הסתברות

	0
	0
	כל אחד מ-3 המכתבים נפל לאחת התיבות 3, 4
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	בלתי אפשרי
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לסיכום, פונקצית ההסתברות המשותפת  נראית כך:
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ב. X ~B(3,0.25)     היות וכל מכתב מהווה ניסוי ובהסתברות 0.25 יפול לתיבה מס 1.

באופן דומה מתקיים: 

Y ~B(3,0.25)  

X,Y  בהכרח מתואמים שלילית משום שככל שעולה מספר המכתבים בתיבה מס 1 , בהכרח יורד מספר המכתבים בתיבה מס 2.  

נחשב את הקווריאנס בין X ל-Y.
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מסקנה: X, Y מתואמים.
שאלה 4 

הסטודנטים בכית נוהגים לאחר להרצאות. משך זמן האיחור בשעות של תלמיד בודד הוא מ"מ X בעל הצפיפות הבאה:


[image: image23.wmf]î

í

ì

<

<

+

=

else

x

b

ax

x

f

X

0

1

0

)

(

2


א)  ( 15 נק`)  חשב את a ואת b אם נתון כי E(X)=0.6.

ב)  ( 10 נק`)  בכיתה 15 תלמידים. המרצה איבד את סבלנותו והחליט כי ינעל את הדלת מיד לאחר שיכנס התלמיד הראשון. מה ההסתברות שהכיתה תינעל לאחר 10 דקות לכל היותר.
פיתרון
א.  נחשב את a ו-b לפי תכונות פונקצית הצפיפות ולפי הגדרת התוחלת. מתקבלות 2 המשוואות הבאות:


[image: image24.wmf](

)

1

3

1

0

2

=

+

=

+

ò

=

b

a

dx

b

ax

x



[image: image25.wmf](
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פיתרון a=1.2   b=0.6.

ב. הכיתה תינעל לאחר 10 דקות לכל היותר (
[image: image26.wmf]6

1

 שעה) אם במהלך 10 הדקות הראשונות יגיע תלמיד אחד לפחות.

יהי Y מ"מ המציין מספר התלמידים שיגיעו במהלך 10 הדקות הראשונות.
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יש לחשב את 
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שאלה 5 

בפשיטה של המשטרה על מחסן של סרטי DVD מזוייפים, נמצאו 3 הסוגים הבאים ( ללא שום סימון חיצוני).

50% - מהסרטים הם באורך של שעתיים.

15% - מהסרטים הם באורך של שעה וחצי.

35% - מהסרטים הם באורך של שלוש שעות.

לצורך בדיקת איכות הזיוף, דוגם שוטר באקראי 40 קלטות, וצופה בכל הקלטות.

מה ההסתברות שזמן הצפייה הממוצע בקלטת יעלה על 2.5 שעות.

פיתרון
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 לפי משפט הגבול המרכזי מתקיים בקירוב:
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שאלה 6 

1.   באזור מסוים היו עד כה דירות עם שטח ממוצע של 90 מ"ר. במדגם של דירות אשר נבנו לאחרונה נמצאו השטחים הבאים: 95, 125, 100, 140, 80, 120 מ"ר.
א)  ( 15 נק`)  מצא רווח סמך לתוחלת שטח דירה חדשה ברמת סמך של 98%.
ב)  ( 10 נק`)  מהי רמת המובהקות המינימלית עבורה נוכל להסיק כי תוחלת שטח דירה חדשה באזור שונה מתוחלת שטח דירה ישנה?
(בונוס)  ( 10 נק`)  שני חוקרים בודקים השערות ברמת מובהקות 0.05 על סמך אותו מדגם. 

חוקר א' בודק את ההשערות 
[image: image34.wmf]00
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 ומסיק כי יש לדחות את השערת האפס.

חוקר ב' בודק את ההשערות 
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מהי מסקנתו של חוקר ב'?

1. יש לדחות את השערת האפס.
2. אין לדחות את השערת האפס.
3. ללא נתונים נוספים לא ניתן לדעת מהי מסקנתו.
פיתרון
חלק 1

1. 
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2. 
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 ולכן לרמת מובהקות 10% ומעלה נוכל להסיק כי תוחלת שטח דירה חדשה גדולה מתוחלת שטח דירה ישנה. אכן, 90 נמצא בתוך רווח הסמך שבנינו.
חלק 2
תשובה 3
הסבר: ייתכן כי חוקר א' דחה את השערת האפס מהכיוון השמאלי שלה , וכשמחליטים על מבחן דו-צדדי ימני  על סמך אותו מדגם מסיקים לא לדחות את השערת האפס.

ולכן אם לא נתון מאיזה צד דחה את השערת האפס – לא נוכל לדעת מה המסקנה לגבי מבחן חד-צדדי.
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