הסתברות וסטטיסטיקה - סילבוס
מבוא לקורס- מאורעות. מקורות של מאורעות מקריים. תורת הסתברות

כמודל מתמטי לתופעות מקריים. 
קבוצות וקומבינטוריקה- מושג הקבוצה. יחסים ופעולות בין קבוצות.

מדגמים סדורים ולא סדורים. נוסחאות בסיסיות בקומבינטוריקה.

המאורעות לסוגיהם- ניסוי מקרי כמקור מאורעות מקריים. אלגברת

מאורעות. קבוצת מאורעות מלאה. מאורעות תלויים ובלתי תלויים. 

מאורעות זרים ולא זרים.

מושגי ההסתברות- מרחבי ההסתברות. הגדרות ההסתברות. חישוב 

ההסתברויות בעזרת קומבינטוריקה. אקסיומות ההסתברות ומשפטי יסוד.

הסתברות מותנה- הגדרות. נוסחאות הכפל, בייס. הסתברות ההשלמה .

משתנים מקריים (משתנה בדיד)- משתנה מקרי חד ודו-ממדי.

התפלגויות חד-ממדיות מיוחדות. מומנטים של משתנה מקרי. התוחלת,

השונות ותכונותיהם. פרמטר אסימטרי. שונות של סכום משתנים מקרים.

מקדם המתאם. רגרסיה לינארית.   
התפלגות דו-מימדי – השונות  המשותפת  .  משתנים  בלתי  תלויים  ובלתי 
 מתואמים. תוחלת  מותנית.
משתנים מקריים(משתנה רציף)- הסתברות עבור משתנה רציף.

פונקצית הצפיפות ההתפלגות של הסתברות. פונקציה ההתפלגות של 

הסתברות. התפלגות נורמלית.
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קבוצות

    חוקי הקבוצות:
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1) חוק החילוף  (קומוטטיביות):                                         



2) חוק הקיבוץ (אסוציאטיביות)                                                                                              



3)  חוק הפילוג   (דיסטריבוטיביות)                                                                                                                     



4)  חוקי דה-מורגן:                                     


חוקים נוספים:
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  3)        
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     תרגילים:
1.    נתון A={a,b,c} . מהן  תת הקבוצות  A?
2.    נתונות הקבוצות  { 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 } S= 
 (S - קבוצה אוניברסאלית ),  A={1,2,6,9,10} 
B={2,5,6,7,8}     
  מהן הקבוצות הבאות :    
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3.    נתונות הקבוצות הבאות : 

   {טבעי- { 1<n<100 ,n =A
   {טבעי- { 1<n<50 ,n =B
   {טבעי- { 48<n<150 ,n =C
   מצא את הקבוצות הבאות :

   A-C,  C-A,  A-B,C-B  ,  B-C, AUB ,  CUB, AUC   , A∩B  , A∩C   , C∩B   
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4.    נתון    

    מה אפשר להגיד על הקבוצות הבאות :
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אקסיומות ההסתברות - נוסחאות
I. א) תכונות כלליות  של פונקצית הסתברות 
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                  כאשר 
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                 או קבוצה מאורעות מלאה או מאורע וודאי.
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II. 
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  כאשר 
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III. 
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 מאורעות תלויים אם  
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 מאורעות בלתי תלויים אם  
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IV. 
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V. 
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VI.              נוסחאות שימושיות נוספות: 
1.   
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             3.   
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אקסיומות ההסתברות - תרגילם
1. השם את כל ההסתברויות החסרות בלוח הבא.  אם השורה בלתי אפשרית - נמק
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2. השם את כל ההסתברויות החסרות בלוח הבא.  אם השורה בלתי אפשרית - נמק
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3.    כדי לקבל  אישור תקן צריך מכשיר מסוים לעבור בהצלחה על לפחות אחת משתי בדיקות:

      בדיקה א' : שההסתברות לעוברה בהצלחה היא 0.9  .

      בדיקה ב  : שההסתברות לעוברה בהצלחה היא  0.8.
    אם  ידוע שההסתברות שמכשיר זה יעבור על שתי הבדיקות  בהצלחה היא  0.75, מהי    
    ההסתברות שהמכשיר לא יקבל את תו התקן?
    תשובה:  0.05
4.    ההסתברות שרכבת תצא בזמן היא 0.7 ההסתברות שאותה רכבת תגיע בזמן היא 0.75.   
       ההסתברות שהרכבת גם תצא בזמן וגם תגיע בזמן  היא 0.6. מהי ההסתברות שהרכבת תצא  
       בזמן אך לא תגיע בזמן?
       תשובה:    0.1
5.    במפעל יש שתי מכונות . ההסתברות שהמכונה הראשונה תתקלקל היא 0.09, ההסתברות 
       שהמכונה השנייה תתקלקל היא 0.07 וההסתברות לכך שלפחות מכונה אחת תתקלקל היא   0.14.
       מצא את ההסתברויות המאורעות הבאים:
       א.    המכונה הראשונה תפעל והשנייה תתקלקל.

ב.    שתי המכונות תפעלנה.

       ג.    לפחות מכונה אחת תפעל
       תשובה:      א.    0.05           ב.    0.86           ג.    0.98.
6.   במפעל יש שתי מכונות . ההסתברות שהראשונה תפעל היא 0.95 . ההסתברות שרק הראשונה    

      תפעל היא 0.04. ההסתברות ששתי המכונות תתקלקלנה היא 0.02.

1. מה ההסתברות ששתי המכונות תפעלנה? (0.91)

2. מה ההסתברות שרק המכונה השניה תפעל? (0.03)
3. מה ההסתברות שהמכונה השניה תפעל?(0.94)
4. מה ההסתברות שלפחות אחת משתי המכונות תתקלקל?(0.09)

7. ההסתברות שרכבת תצא בזמן היא 0.96. ההסתברות שהרכבת לא תצא בזמן וגם לא תגיע בזמן,   
    היא 0.03 . ההסתברות שהרכבת תצא בזמן אך לא תגיע בזמן היא 0.06.

5. מה ההסתברות שהרכבת תגיע בזמן ?(0.91)

6. מה ההסתברות שהרכבת תגיע בזמן אך לא תצא בזמן ?  (0.01)
קומבינטוריקה
    תמורות   (סדר חשוב + עם החזרה)                                     תמורות   (סדר חשוב + ללא החזרה)
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    חליפות   (סדר חשוב + עם החזרה)                                     חליפות   (סדר חשוב  + ללא החזרה)
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                                                   צירופים   (סדר אינו חשוב + ללא החזרה) 
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    בינום של ניוטון            n(b + a)    
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קומבינטוריקה - תרגילים

1.  
  א.    כמה אפשרויות יש בבחירת ראש ועד, מזכיר, וגזבר מתוך קבוצה בת 50 איש, כאשר אדם  יכול 
          למלא רק תפקיד אחד
  ב.    כמה אפשרויות יש בבחירת ועד של 3 אנשים מתוך קבוצה בת 50 איש?
              תשובה:    א.    117600         ב.    19600

2.    מהספרות 1,2,3,4,5,6,7 יוצרים את כל המספרים בעלי 3 ספרות.

       א.    כמה מספרים כנ"ל ישנם ?

ב.    כמה מספרים בעלי ספרות שונות אפשר ליצור מספרות אלה ?

       ג.    כמה מספרים זוגיים אפשר ליצור מספרות אלה  (ללא החזרה וגם עם החזרה)? 
       תשובה:     א.    343         ב.    210        ג.    90   ,   147

3.    מקבוצה בת 8 אנשים,  5 גברים ו – 3 נשים בוחרים ב – 2 אנשים. חשב את מספר האפשרויות   

       לבחור:
       א.    2   אנשים כלשהם
       ב.    גבר אחד   ואישה אחת
       ג.    שתי נשים 
        תשובה:     א.    28       ב.    15         ג.    3


4.    בכמה אפשרויות יכולים 4 נוסעי אוטובוס לרדת בין 7 תחנות, כך, שבכל תחנה יורד לא יותר 
       מאשר נוסע אחד?
       תשובה:   840

5.    יש לסדר 7 ילדים בשורה, אך רחל ומירב ברוגז  ואינן רוצות לשבת זו ליד זו. בכמה צורות אפשר 
         לסדר את הילדים?
         תשובה:    3600
          

6.    במבחן במתמטיקה יש 4 שאלות באלגברה, 3 בגיאומטריה ו- 3 בטריגונומטריה. מצא בכמה 
       אופנים ניתן לסדר את השאלות במקרים:
       א.    ללא הגבלה

       ב.    השאלות באלגברה ראשונות 

       ג.    השאלות בטריגונומטריה אינן 3 האחרונות.

       ד.    השאלות באלגברה סמוכות וכך גם  השאלות בגיאומטריה.
       תשובה:    א.    !10        ב.    17280       ג.       3598560=!7 !3 - !10    ד. 
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7.    מהאותיות א, ב, נ, מ, ל    מרכיבים "מילים" בנות   5   אותיות. מהו מספר ה"מילים" שניתן 
       להרכיב? 
            תשונה:     120


8.    על מדף יש לסדר 5 ספרים שונים בכלכלה, 3 ספרים שונים בסטטיסטיקה, ו- 4 ספרים שונים
       במתמטיקה.  
       כמה סידורים שונים אפשריים בכל אחד מתנאים אלו.
       א.    ללא הגבלה

       ב.    הספרים שמאותו מקצוע יהיו זה ליד זה.

       ג.     הספרים בכלכלה יהיו זה ליד זה.
       תשובה:    א.   !12         ב.   !5 !4 !3 !3         ג.    !8 !5


9.   כמה סימנים מוסכמים של 8 דגמים ניתן ליצור ע"י 4 דגמים צהובים, שני דגמים כחולים, ושני
      דגמים  אדומים ?
       תשובה:     420

10. .   כמה אפשרויות של מספרי רשות בעלי 7 סימנים אפשר ליצור , אם שני הסימנים הראשונים הם 
        אותיות (א-ת ) ו - 5 הסימנים האחרונים הם ספרות (0-9) .
       תשובה:      2 22 5 10

11.   כמה אפשרויות של מספרי רשות בעלי 7 סימנים אפשר ליצור , אם שני הסימנים הראשונים הם  
       אותיות (א-ת ) ו - 5 הסימנים האחרונים הם ספרות (0-9) .  אך שכל סימן יופיע לכל היותר פעם 
       אחת.
       תשובה:            13970880


12.   בכמה אפשרויות אפשר להושיב 3 בנים ו –3 בנות כאשר על  הבנות לשבת ביחד?
       תשובה:       !4 !3

13.   בכמה אפשרויות אב יכול לחלק לשלושת ילדיו 7 מתנות, כאשר הבכור מקבל 3 ו-2 האחרים

       מקבלים 2 ?
       תשובה:     210

14.   שלושה בנים ושלוש בנות מסתדרים לצילום בשורה אחת, כך שכל הבנים עומדים זה ליד
       זה וכל הבנות עומדות זו ליד זו. בכמה אופנים שונים ניתן לסדר?
       תשובה:      72    

15.   חשב בכמה אופנים ניתן לחלק   3   מתנות ל -  8  ילדים כאשר ילד אחד אינו יכול לקבל
       יותר ממתנה אחת אם:
       א.    המתנות שונות
       ב.    המתנות שוות
       תשובה:     א.    336         ב.    56       

16.   א.  בכיתה יש  15  תלמידים ו -  20  תלמידות. כמה אפשרויות יש לבחור תלמיד או
              תלמידה מהכיתה?
        ב.   כמה אפשרויות יש לבחור  2   תלמידים ללא קשר למינים?
        ג.   כמה אפשרויות יש לבחור תלמיד ותלמידה?
        תשובה:     א.    35         ב.    595          ג.    300

17. חשב בכמה אופנים ניתן לחלק  4  פרסים שונים בין  12  תלמידים, אם:
       א.    כל תלמיד לא יכול לקבל יותר מפרס אחד.
       ב.    כל תלמיד  יכול לקבל יותר מפרס אחד.
       ג.    לפחות אחד מהתלמידים יקבל יותר מפרס אחד.
       תשובה:    א.    11880         ב.    20736            ג.    8856

18.   לכל משחק כדורגל יש  3  תוצאות אפשרויות:   1 - ניצחון הקבוצה הביתית,   2 - ניצחון
       הקבוצה האורחת,   3 - תיקו. מצא כמה טורים יש למלא בטוטו, על מנת להבטיח שנקבל
       טור אחד נכון כולו, אם יש בטוטו  12  משחקים. 
       תשובה:      312  

19.   למשימה צבאית יש לבחור צוות שבו מפקד שהוא קצין, סגן שגם הוא קצין ו - 3   חיילים
        נוספים, שאינם קצינים, שתפקידיהם קשר, רובאי ומקלען. את הצוות בוחרים מתוך   5
        קצינים ו - 8 חיילים.
        א.    בכמה אופנים ניתן לבחור את הצוות?
        ב.    בכמה אופנים ניתן לבחור את הצוות אם קצין מסוים וחייל מסוים לא יכולים להיות
               בו ביחד?
        תשובה:    א.     6720         ב.     5712       
       
הסתברות וקומבינטוריקה


1.    בתיק נמצאים 10 מטבעות . 4 מהם מזויפים . מוציאים באקראי מתוך התיק 3 מטבעות מצא את    
       ההסתברויות הבאות :

  א.    3 המטבעות שהוצאו מזויפים ?
  ב.    3 המטבעות שהוצאו אינם מזויפים ?
       ג.    מטבע אחד בלבד מזויף ו – 2  תקינים?
       תשובה:    א.    0.03       ב.    0.167        ג.    0.5      
2.    אדם צריך לסדר ערוגה עם 8 צמחים, בהם 3 עם פריחה אדומה ו- 5 עם פריחה לבנה. מה 
       ההסתברות:
 א.    שהפרחים הלבנים יהיו בקצה השמאלי .

 ב.    שהפרחים יהיו מקובצים לפי צבע .

        ג     שהפרחים האדומים יהיו ביחד.
       תשובה:    א.    0.018        ב.    0.036         ג.    0.107


3.    מטילים 3 קוביות  מה ההסתברות שהתוצאה תהיה 3 מספרים שונים
       תשובה:      א.    0.56        

4.    בכד 20  כדורים, 8 שחורים, 7 אדומים ו –5 לבנים. מוציאים באופן מקרי  8 כדורים. חשב את  
       הסתברויות של המאורעות הבאים:
       א.    הוצאו 6   כדורים שחורים  ו- 2 לבנים?

      ב.    הוצאו 3 כדורים שחורים 2 לבנים ו –3 אדומים?
      ג.    הוצא לפחות כדור לבן אחד ?
       תשובה:     א.    0.002          ב.    0.156          ג.    0.95

5.    בכיתה ארבעים תלמידים, מתוכם 13 בנות. ועד של 4 תלמידים נבחר באופן מקרי מתוך תלמידי   
       הכיתה.חשב את ההסתברויות הבאות:
       א    כל התלמידים בוועד בנים.
       ב.   בוועד יותר בנות מבנים.
       ג    בוועד יותר בנים מבנות.
       ד.   לפחות בת אחת בוועד.
       תשובה:      א.    0.19         ב.     0.09         ג.    0.61            ד.    0.81
6.    בקבוצה של 12 אנשים ישנם   6  גברים ו- 6  נשים. מחלקים את הקבוצה ל- 2 קבוצות בנות 6  
       אנשים  בכל אחת. מה ההסתברות שבשתי הקבוצות יהיו אותו מספר גברים? 
       תשובה:     0.43 
    
7.    בכיתה   30   תלמידים, מהם יש שני אחים תאומים. לוועד הכיתה בוחרים על ידי הגרלה שלושה
       תלמידים. מה הסיכוי ששני האחים התאומים יהיו בוועד?
       תשובה:     0.00689

8.    שמונה חברים מסתדרים באופן אקראי לתמונה. מהי ההסתברות שהגבוה ביותר והנמוך ביותר
       יהיו זה ליד זה?
       תשובה:    0.25


9.    בקופסה נמצאות   18   גולות:  5  ירוקות,  6  אדומות  ו - 7   צהובות. מוציאים באקראי   6
       גולות. מה ההסתברות:
       א.    שכולן בעלי אותו צבע?
       ב.    שכל שתיים בצבע אחר?
       ג.    שארבע מהגולות צהובות?
       ד.    שארבע מהגולות צהובות ושתיים אדומות?
       תשובה:      א.      0.0004         ב.    0.17          ג.    0.1           ד.    0.03

10.   בוחרים באופן אקראי (ללא החזרות) שלושה מספרים טבעיים בין   1  ל -  10     (10 ≤ n ≤ 1 ).
       א.    מה ההסתברות שסכום המספרים שנבחרו הוא זוגי?
       ב.    מה ההסתברות שסכום המספרים שנבחרו הוא אי -זוגי? 
       תשובה:    א.     0.5          ב.    0.5
      
הסתברות מותנית - נוסחאות
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II. אם  
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III. א) נוסחת ההסתברות השלמה: 
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              ב) נוסחת בייז :
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IV. נוסחאות נוספות:  
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הסתברות מותנית - תרגילים

1.    ההסתברות שרכבת תצא בזמן היא 0.8 . ההסתברות שהרכבת תגיע ליעדה בזמן היא 0.9 . 
       ההסתברות שהרכבת גם תצא בזמן וגם תגיע בזמן היא 0.75. 
       א.    מה ההסתברות שהרכבת לא תצא בזמן ולא תגיע בזמן.

       ב.    מה ההסתברות שהרכבת תגיע בזמן אם ידוע שיצאה בזמן.
       ג.    מה ההסתברות שהרכבת יצאה בזמן אם ידוע שהיגיע בזמן.
       ד.    ידוע שהרכבת לא יצאה בזמן. מה ההסתברות שהיא גם לא תגיע בזמן.
       תשובה:    א.    0.05       ב.    0.94         ג.    0.83         ד.    0.25
 2.    נניח ש 1% מהאוכלוסייה הינם נשאים למחלה קטלנית. נניח שיש בדיקת דם המגלה את 
       האפשרות שאדם הוא נשא ורמת האמינות שלה היא 85%.
       כלומר אם אדם נושא  את המחלה , ההסתברות   
       שבדיקת הדם תהיה חיובית  הינה 85% וגם אם אדם  אינו  נשא, ההסתברות שבדיקת הדם
       תהיה שלילית הינה 85%.

       א.    אם נעשה בדיקת דם לאדם אחד שנבחר בצורה אקראית  מתוך כל האוכלוסייה, מה 
              ההסתברות שבדיקת הדם תהיה חיובית ?

       ב.    אם בדיקת הדם הייתה חיובית, מה ההסתברות שהוא גם נשא המחלה ?
       תשובה:     א.    0.157        ב.    0.054

3.    מדען מבצע שני ניסויים שתוצאותיהם אינן תלויות זו בזו.  ההסתברות להצלחה בניסיון 
       הראשון היא 0.9 ובשני – 0.7 . מהי ההסתברות שהחוקר יצליח לפחות באחד הניסויים.
       תשובה:       0.97
4.    את בתי המגורים בעיר  מסוימת בונות 4 חברות בנייה:    A   בונה 40% מהבתים, 

B     בונה 30% מהבתים, C בונה 20% מהבתים, D בונה 10% מהבתים.

  90% מהדירות הנבנות על ידי A הן למכירה ו- 10% להשכרה. אצל B 80% למכירה ו- 20% 
    להשכרה. אצל C 100% למכירה, ואצל D 50% למכירה ו- 50% להשכרה. פלוני מסייר בעיר  
    ונכנס לאחת הדירות     באופן מקרי
    א.    מה ההסתברות שהדירה היא להשכרה

       ב.    אם ידוע שהדירה היא למכירה מהי ההסתברות שהיא נבנתה ע"י חברת A
       תשובה:   א.    0.15         ב.    0.42
5.    ההסתברות שסטודנט שהכין שעורי בית יעבור את המבחן היא   0.9. ההסתברות שסטודנט שלא          
         הכין שעורי בית יעבור את המבחן היא   0.4.   % 70  מהסטודנטים הכינו שעורי בית
        א.    מה ההסתברות שסטודנט יעבור את המבחן?
        ב.    מה ההסתברות שסטודנט שעבור את המבחן לא הכין שעורי בית?
        תשובה:     א.    0.75       ב.    0.16

6.    בסקר שנערך לבדיקת הקשר בין עישון ולחץ דם באוכלוסייה מסוימת  נתקבלו התוצאות הבאות: 

       20% מעשנים הרבה, 30% מעשנים מעט,  50% אינם מעשנים. ידוע שההסתברות להיות בעל 
    לחץ דם גבוה היא 0.35. בין הלא מעשנים, 20% הינם בעלי לחץ דם גבוה. בין המעשנים מעט,
    25% הינם בעלי לחץ דם גבוה   
   א.    אם ידוע שאדם מסוים הינו בין המעשנים הרבה, מה ההסתברות שהוא בעל לחץ דם 
          גבוה.
      ב.    נבחר אדם מהאוכלוסייה שנבדקה והתברר שהוא אינו בעל לחץ דם גבוה מה ההסתברות 
             שהוא אינו  מעשן .
       ג.    נגדיר את המאורעות הבאים: A=אזרח שאינו מעשן, B=אזרח שאינו  בעל  לחץ דם גבוה,
             האם A ו-B בלתי תלויים ? נמק.
       תשובה:     א.    0.875          ב.    0.62           ג.    תלויים
7.    במשפחה ישנם 2 ילדים. מה ההסתברות ששניהם בנים אם ידוע שלפחות אחד מהם הוא בן.
       תשונה:     0.33
8.    בקזינו שתי מכונות משחק. במכונה א' זוכים בסיכוי 0.4, ובמכונה ב'  0.3 . אדם בוחר באקראי 
       באחת המכונות ומשחק משחק אחד. אם זכה, הוא ישחק בה שנית, ואם הפסיד, 
       הוא משחק במכונה השניה.
       א.    מה ההסתברות שהפסיד משחק אחד וזכה באחד.

       ב.    מה ההסתברות שהפסיד בשני המשחקים.
       ג.    מה ההסתברות שהחל לשחק במכונה א' אם ידוע שהפסיד בשני המשחקים.
       תשובה:      א.    0.45          ב.    0.42         ג.    0.5

9.    % 40 מהסטודנטים הם תלמידי שנה א', 25% משנה ב'. אחוז הנשואים בקרב שנה א' הוא 20%, 
       ובקרב תלמידי שנה ב' – 30%. בקרב תלמידי שנים גבוהות יותר אחוז הנשואים הוא 70%.

       א.    מהו אחוז הרווקים מבין הסטודנטים באוניברסיטה.

       ב.    בוחרים באקראי סטודנט ומתברר שהוא נשוי. מה הסיכוי שזהו סטודנט שנה א'.
       תשובה:     א.    0.6        ב.    0.2
10.   % 10 מהחולים במחלה A, ו-80% מהחולים במחלה B לוקים בסימפטום X. סימפטום זה מופיע 
       אצל חולים במחלות A או B בלבד. מבין כל 5 אנשים הפונים למרפאה, אדם אחד חולה במחלה A      .  מבין כל 50 אנשים הפונים למרפאה אדם אחד חולה במחלה B. אדם לא יכול לחלות בשתי  
        המחלות  יחדיו.

       א.    הגיע אדם למרפאה הלוקה בסימפטום X. מה הסיכוי שהוא חולה במחלה A
       ב.    כנ"ל אם אין לו סימפטום X
       תשובה:     א.    0.56           ב.    0.187.
11.    3 כדים מכילים כדורים בצבעים שונים. התפלגות הכדורים בכדים כדלקמן:
	לבן
	שחור 
	אדום 
	

	4
	1
	3
	כד א'

	2
	3
	1
	כד ב'

	3
	2
	4
	כד ג'



       בוחרים באקראי בכד ומוציאים כדור אחד ממנו..
       א.    מה ההסתברות שהוצא כדור אדום?
       ב.    התברר שהוצא כדור שחור, מה ההסתברות שהוא הוצא מכד א'?
       תשובה:    א.    0.33         ב.    0.15

12.   בכד 3 כדורים לבנים ואחד שחור. מוציאים באופן אקראי שני כדורים בזה אחר זה.

       א.    מתברר שהראשון לבן. מה ההסתברות שגם השני לבן אם ההוצאות הן ללא החזרה.

       ב.    כנ”ל   עם  החזרה
       ג.    אם הכדור  השני שחור,  מה ההסתברות שהראשון שחור אם ההוצאות הן ללא החזרה.
       ד.    כנ"ל  עם  החזרה.
       תשובה:    א.    0.67         ב.    0.75         ג.    0        ד.    0.25

13.   כד מכיל 5  כדורים לבנים ו – 10 שחורים . מטילים קובייה ואחר כך מוציאים מהכד כמות 
       השווה  למספר שהתקבל על הקובייה עם החזרות.

       א.    מה ההסתברות שכל הכדורים שהוצאו יהיו לבנים?

       ב.    מה ההסתברות שעל הקובייה התקבלה התוצאה 3, אם ידוע שכל הכדורים שהוצאו מהכד 
              היו לבנים ?
       תשובה:    א.    0.08          ב.    0.0077

14.   בסקר תעסוקה שנערך לבוגרי בית הספר להנדסאים התברר כי מבין בוגרי מגמת מחשבים 80%
       השיגו עבודה במשרה מלאה,   % 15   השיגו עבודה במשרה חלקית והיתר לא השיגו עבודה כלל.
       מבין שאר בוגרי בית הספר,   % 60   השיגו עבודה במשרה מלאה,  % 25   השיגו עבודה במשרה
       חלקית והיתר לא השיגו עבודה כלל. ידוע כי אחוז הבוגרים במגמה מחשבים מבין כלל הבוגרים
       בבית הספר הוא   % 40.
       א.    מה הסיכוי של בוגר בית הספר להשיג עבודה במשרה מלאה?
       ב.    מה הסיכוי של בוגר בית הספר להשיג עבודה כלשהי?
       ג.    בוגר בית הספר השיג עבודה במשרה מלאה, מה הסיכוי שהינו בוגר מגמת מחשבים?
       תשובה:    א.   0.72       ב.   0.91       ג.   0.67    

15.   ההסתברות להצלחה במבחן נהיגה במבחן הראשון היא,   במבחן השני,  במבחן
       שלישי  ובמבחן הרביעי.  על אדם שנכשל במבחן הרביעי מוטלת  "חובות נוספים"
       לפני שמאפשרים לו לגשת למבחנים נוספים. פגשת אדם שסיים זה עתה בהצלחה מבחן נהיגה.
       מה ההסתברות שהיה זה מבחנו השני?
       תשובה:   0.25
       
16.   ההסתברות שפועל מסוים יצליח לייצר מוצר אחד היא   0.6,  ההסתברות שהוא יצליח לייצר
       מוצר שני היא   0.1. בהנחה שמאורעות בלתי תלויים עליך למצוא:
       א.    מהי ההסתברות שהוא יצליח לייצר את שני המוצרים?
       ב.    מהי ההסתברות שהוא יצליח לייצר את המוצר הראשון וייכשל בייצור המוצר השני?
       ג.    מהי ההסתברות שהוא ייכשל  בייצור המוצר הראשון ויצליח בייצור המוצר השני?
       ד.    מהי ההסתברות שהוא ייכשל בייצור שני המוצרים?
       ה.    מהי ההסתברות שהוא יצליח לייצר לפחות אחד מהמוצרים?
       ו.    מהי ההסתברות שהוא יצליח לייצר לכל היותר מוצר אחד מהשניים?
       ז.    מהי ההסתברות שהוא יצליח לייצר בדיוק אחד משני המוצרים?
       תשובה:    א.  0.06     ב.  0.54     ג.  0.04      ד.  0.36     ה.  0.64     ו.  0.94     ז.  0.58            
משתנים  מקריים  (משתנה  בדיד)

מומנטים למשתנה בדיד
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התפלגות  שווה  מידות  (אחידה)
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משתנה מקרי בדיד - תרגילים

1.    עבור ההתפלגות של המשתנה המקרי הבא עליך למצוא את התוחלת, השונות, וסטיית התקן.

	X
	3
	13
	23
	33

	P
	0.31
	0.31
	0.17
	0.21


       תשובה:       
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2.    ראובן מציע לשמעון את המשחק הבא. תטיל קובייה פעם אחת. אם התוצאה n היא מספר  זוגי , 
       אני אשלם לך  2n ₪.  אם התוצאה היא מספר אי זוגי אז אתה תשלם לי  3n  ₪ . האם כדאי לשמעון     
       לשחק במשחק זה?
       תשובה:     לא  
3.    2 כדורים נבחרים באקראי ועם החזרה מכד שמכיל 9 כדורים לבנים, 5 שחורים, ו - 6 אדומים. 
       נניח שזוכים ב- 3 ש"ח  אם נבחר כדור לבן, ב- 2 ש"ח אם נבחר כדור שחור ומפסידים שקל אחד אם 
       נבחר כדור אדום. יהי X הרווח של השחקן. חשב את התוחלת של X.
       תשובה:     3.1

        
4.    בקופסא מונחים 10 כרטיסים, 3 מהם מסומנים בספרה 2, 5 מסומנים בספרה 7 ו- 2 מסומנים 
       בספרה 10. מוציאים מן הקופסא כרטיס אחד באופן מקרי. נסמן את ערכו ב-  X חשב את:

       א.    (X)E.

       ב.      VAR(X)            
       תשובה:     א.    6.1           ב.    8.5

5.    ההסתברות לזכות ב – 100 ש"ח בהגרלה מסוימת הוא 0.01 וההסתברות לזכות ב- 50 ש"ח הוא 
       0.05 .   מהו מחירו ההוגן של כרטיס הגרלה.
       תשובה:     3.5

6.    פלוני השקיע 10,000 ש"ח בפיתוח מוצר חדש. הוא מייצר 500 פריטים ממוצר זה. בהסתברות של 
       0.8  מוצר זה ייקלט בשוק ויימכר במחיר 40 ש"ח היחידה. 
       אחרת ייאלץ היצרן למכור מוצר זה במחיר 
       ממוצע  של   10    ש"ח היחידה. מהי תוחלת הרווח שלו ? 
       תשובה:         7000

7.    בקבוצה פלונית בת 4 בנות ו – 5 בנים. בוחרים מתוך הקבוצה ועד בן שלושה אנשים. יהי X     
       מספר הבנות בוועד. חשב:

       א.    (X)E
       ב.    VAR(X)            
       תשובה:        א.    1.33            ב.    0.56

8.    מטילים מטבע הוגן עד שמתקבל "עץ" או עד שבוצעו 3 הטלות . יהי X מספר ההטלות שבוצעו.      
       חשב את התוחלת והשונות של X.
       תשובה:   1.75,   0.6875

9.   להלן ההתפלגות של משתנה מקרי X .

	X
	P

	1
	¼

	3
	½

	K
	¼


  מהו הערך K  שייתן ערך מינימלי  לשונות של X.
  תשובה:      2.33
התפלגות בינומית 

התפלגות  בינומית   (ברנולי)   
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n - מספר ניסוים,   p - הסתברות  הצלחה בכל ניסוי בודד,
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תוחלת ושונות של התפלגות בינומית: 
[image: image67.wmf]np

)

X

(

E

,

npq

)

X

(

VAR

=

=


תרגילים

       1.    מטילים קובייה הוגנת 6 פעמים . מה ההסתברות שהמספר 3 יתקבל פעמיים?
         תשובה:      0.2

2.    % 5 מהנורות המיוצרות במפעל פגומות. בוחרים באורח מקרי ועם החזרה מדגם של 3 נורות .
       חשב את התוחלת והשונות של X – מספר הנורות הפגומות במדגם
       תשובה:   
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3.  חמישה ילדים משחקים בינם. כל אחד מהם מנסה (באופן בלתי תלוי באחר) לקפוץ מעבר
     לשלולית מים עד שהוא מצליח, ובכל מקרה לא יותר מ - 3 ניסיונות. ההסתברות לכל ילד
     להצליח בניסיון הראשון היא   0.4, בשני   0.5  ובשלישי   0.6.
     א.    חשב את ההסתברות שרק ילד אחד הצליח לעבור את השלולית בניסיון הראשון.
     ב.    חשב את ההסתברות שבדיוק   3   ילדים עברו את השלולית, לכל היותר בניסיון השני.
     ג.    חשב את ההסתברות שלפחות   4   ילדים הצליחו לעבור את השלולית (לא משנה באיזה
           ניסיון).
     תשובה:   א.   0.2592      ב.    0.3087       ג.    0.8875   
4.    בבחינה 20 שאלות,  לכל שאלה 4 תשובות אפשריות שרק 1  מהן נכונה. תשובה נכונה מעניקה  5      
       נקודות ותשובה  שאינה נכונה גורעת נקודה   אחת  . תלמיד שלא התכונן לבחינה מנחש את 
       תשובותיו.
       חשב את התוחלת והשונות למספר הנקודות שיקבל בבחינה.
       תשובה:      10 ,     135
5.  מכונה מייצרת מוצרים אשר 6% מהם פגומים. מה ההסתברות שמתוך 6 מוצרים נדגמים 
     נקבל:
     א. שני פגומים

     ב. כולם תקינים

     ג. לפחות מוצר אחד פגום.
       תשובה:      א.    0.04             ב.    0.69            ג.    0.31
6.    מקובל לחשוב כי 50% מהתינוקות הנולדים הם בנים ו- 50% בנות. מה ההסתברות   
       שבמשפחה  של   8   ילדים יהיו :
       א.    8   בנות         

       ב.    4   בנים ו – 4  בנות      
 ג.   3   בנים ו- 5  בנות     
       ד.    בת אחת
       תשובה:      א.    0.58         ב.    0.58 ∙ 70           ג. .    0.58 ∙ 56         ד. .    0.58 ∙ 8                                  

7.    % 30   מהסטודנטים באוניברסיטת בר-אילן הן נשים. בקורס מסוים משתתפים 10 סטודנטים.                   
       מה ההסתברות שבקורס זה לומדים לפחות 3 גברים.
       תשובה:     0.998
8.    זורקים קובייה 4 פעמים. חשב את ההסתברויות הבאות :
       א.    שבדיוק 3 פעמים יתקבל המספר 5.

       ב.    שבדיוק פעמיים יתקבל מס' זוגי.
       ג.    שבדיוק פעם אחת יתקבל מספר המתחלק ל - 3  
       תשובה:      א.    0.015           ב.    0.375         ג.    0.4
9.    ההסתברות לעבור מבחן מסוים הוא P. ארבעה תלמידים ניגשו למבחן.. 

       ההסתברות ששלושה  תלמידים  מתוך ה- 4 יעברו את  המבחן היא פי 2 מההסתברות ששני 
       תלמידים מתוך ה- 4  יעברו את המבחן. מצא את P.
       תשובה:    0.75
התפלגות גיאומטרית   

התפלגות  גיאומטרית  (עם  הצלחה  ראשונה):  
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ההסתברות שההצלחה הראשונה יתרחש בניסוי מס'   k:  
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  תרגילים

1.    משתנה מקרי X מתפלג גיאומטרית עם ממוצע 10. מצא את ההסתברויות הבאות:

       א.    שההצלחה הראשונה תהיה בניסיון השני  
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       ב.    שההצלחה הראשונה תהיה אחרי לפחות שלושה ניסיונות 
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       תשובה:        א.    0.09            ב.    0.72
2.    מטילים מטבע אשר ההסתברות לקבל בו "עץ" היא 2/3  עד שמתקבל ה"עץ" הראשון. מה    
       ההסתברות שמספר ההטלות יהיה מכפלה של 3.
       תשובה:    0.077
3.  משתנה מקרי X מתפלג גיאומטרית. היחס בין השונות ובין התוחלת של X הוא 1/3 . 
     מצא את ההסתברויות הבאות:

       א.    שההצלחה הראשונה תהיה בניסיון הרביעי.
       ב.    שההצלחה הראשונה תהיה אחרי לפחות שלושה ניסיונות 
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       תשובה:      א.    0.01          ב.    0.02

4.    בכד 10 כדורים מהם 2 כחולים והשאר אדומים. שולפים מהכד כדור אחד ומחזירים אותו חזרה   
       עד שמצליחים להוציא כדור כחול. חשב את ההסתברויות הבאות:

       א.    שהוצאו בדיוק 4 כדורים.
       ב.    שהוצאו לפחות 3 כדורים.
       ג.    שהוצאו לפחות 7 כדורים.
       ד.    שהוצאו לכל היותר 8 כדורים.
       תשובה:      א.    0.1           ב.    0.64          ג.    0.26          ד.    0.83
5.    ההסתברות שאדם מסוים יעבור טסט לנהיגה היא 0.75.

       א.    מה ההסתברות שהוא יעבור רק בפעם השלישית.
       ב.    מהי התוחלת של מספר הטסטים שהוא יעשה עד שיצליח
       תשובה:      א.    0.047           ב.    1.33
6. משתנה מקרי X מתפלג גיאומטרית עם ממוצע 3. מצא את ההסתברויות הבאות:
       א.    שההצלחה הראשונה תהיה בניסיון השלישי.
       ב.    שההצלחה הראשונה תהיה אחרי לפחות ארבעה ניסיונות 
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       ג.    שההצלחה הראשונה תהיה אחרי לפחות שני ניסיונות 
[image: image79.wmf]{
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       תשובה:      א.    0.148         ב.    0.2           ג.    0.44

7. משתנה מקרי X מתפלג גיאומטרית עם ממוצע 6. מצא את ההסתברויות הבאות:
       א.    שההצלחה הראשונה תהיה בניסיון הרביעי.
       ב.    שההצלחה הראשונה תהיה אחרי לפחות שלושה ניסיונות 
[image: image80.wmf]{
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       ג.    שההצלחה הראשונה תהיה בין שניים לחמש  ניסיונות. 
       תשובה:     א.    0.096          ב.    0.58            ג.  0.43
8.    בכד 100 כדורים מהם 1 לבן והשאר צהובים. שולפים מהכד כדור אחד ומחזירים אותו חזרה 
       עד   שמצליחים להוציא את  הכדור הלבן. חשב את ההסתברויות שיהיו לפחות 50 ניסיונות
       עד  שיוצא  הכדור הלבן.
      תשובה:        0.6

9.    ההסתברות להצלחה במבחן נהיגה היא 0.25. כמה פעמים צריך נבחן לגשת למבחן כדי 
       שההסתברות להצלחה תהייה יותר מ –0.7  ? 
       תשובה:      5

10.  ההסתברות שסטודנט יצליח בבחינה הפסיכומטרית לקבל ציון של   700   ומעלה הינה   0.75.
       א.    מהי ההסתברות שסטודנט שנבחר באקראי יצליח לקבל ציון מעל   700 לאחר  3  כישלונות?
       ב.    כמה פעמים בממוצע על סטודנט לגשת לבחינה הפסיכומטרית עד שיצליח להוציא מעל 700?
       תשובה:    א.    0.0117          ב.   1.33
התפלגות פואסון  

התפלגות פואסון עם פרמטר 
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 הוא  המספר הממוצע של האירועים ליחידת זמן, 
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ההסתברות שבאוצה יחידת זמן יתרחשו k אירועים היא:  
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תוחלת ושונות:  
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תרגילים

1.    משתנה מקרי X מתפלג לפי התפלגות פואסון אם הממוצע שווה 2.5 חשב:

       א. P(x=4)  

       ב.    P(x<4)
       תשובה:       א.    0.13       ב.    0.76
2.    מחקרי חברת ביטוח מורים כי 0.08% מהאוכלוסייה נפגעים בתאונות דרכים. 6000 איש 
       מבוטחים נגד תאונות דרכים בחברת ביטוח זו. מה ההסתברות שהחברה תקבל בשנה מסוימת

       א.    לפחות תביעה אחת.
       ב.    לכל היותר 3 תביעות.
       ג.    בין 2 ל-4 תביעות (כולל)
       תשובה:      א.    0.99         ב.    0.29              ג.    0.43
3.    במרכזת טלפונים מתקבלות בממוצע 30 שיחות ברבע שעה. מהי ההסתברות שבמשך דקה 
       מסוימת  יעברו במרכזיה

       א.    3   שיחות.

       ב.    לכל היותר 6 שיחות.
       ג.    לפחות 5 שיחות.
       תשובה:     א.    0.18          ב.    0.995          ג.    0.05   

4.    מס' האנשים המגיעים ביום למח' טיפול נמרץ מפולג פואסונית עם ממוצע λ=20 . מה 
       ההסתברות שביום מסוים יהיו בין 19 ל- 22 (כולל) מאושפזים
       תשובה:       0.339. 
5.   1% מהנורות המיוצרות במפעל הינם פגומות. סוחר מזמין 2000 נורות. חשב לפי קירוב פואסוני 
       ההסתברות שבדיוק 18 יהיו פגומים.
      תשובה:    0.08 
6.    מס' המכוניות שעוברות דרך גשר מסוים מפולג פואסונית עם ממוצע λ=0.3 לדקה. חשב את  

       ההסתברות שבמשך 5 דקות:
       א.    אף מכונית לא עברה  את הגשר .

       ב.    יותר ממכונית אחת עברה את הגשר.
       ג.    עברו בין 1-3 (כולל) מכוניות.
       ד.    שעברו בדיוק 3 מכוניות.
       תשובה:     א.    0.22         ב.    0.44          ג.    0.71          ד.    0.126


7.    מספר התקלות ליממה במערכת הרמזורים שלאורך דרך נמיר הוא משתנה מקרי פואסוני.
       בימים גשומים תוחלת המשתנה   4   ובשאר הימים התוחלת היא   1. ביממה מסוימת נרשמו   2 
       תקלות.  מהי ההסתברות לכך שאין גשם באותה היממה, אם ידוע ש - % 25  מימות השנה הם
       ימי גשם?  (הנחיה:  תוכל להשתמש בנוסחת בייס)
       תשובה:    0.79
8. במכונה מסוימת 3 סוגי תקלות המתפלגות פואסונית.  תקלה בחשמל המופיעה 2 פעמים בשבוע, 
    תקלה בחומר המופיעה 3 פעמים בשבוע, ותקלה במנגנון המכונה המופיעה פעם אחת בשבוע.

    מה ההסתברות שבשבוע מסוים:
   א. לא תהיה אף תקלה.
   ב. תהיינה 2 תקלות.
   ג.  תהיינה לפחות 3 תקלות.

   ד. תהיינה לכל היותר 4 תקלות.

   תשובה:    א. 
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                    ג. 
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9.  מרכזיית טלפון מחוברת לשלושה מנויים.מספר השיחות הנכנסות למרכזיה מתפלג פואסונית.

      מנוי A מקבל בממוצע 10 שיחות ברבע שעה. מנוי B מקבל בממוצע 8 שיחות ב-10 דקות ומנוי 

     C מקבל בממוצע 2 שיחות ב-6 דקות.

    א. חשב את ההסתברות שבתוך דקה  יעברו במרכזיה  4 שיחות. 
    ב. מהי כמות השיחות הממוצעת המגיע למרכזיה במשך שעה, ומהי שונות מספר השיחות? 
       תשובה:    א. 
[image: image91.wmf]P(X4)0.0723
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  ב. 
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10.  התקלות במכונת קפה מתפלגות פואסונית, בימי המבחנים יש 4 תקלות ביום ובימים רגילים

       יש  תקלה אחת ביום. אם ימי מבחנים מהווים 20%  מסך הימים חשב:

1. את ההסתברות שביום מבחן תהיינה  3 תקלות.

2. את ההסתברות שביום רגיל תהיינה  3 תקלות.

3. את ההסתברות שביום מסוים תהיינה  3 תקלות.

4. אם ידוע שבאחד הימים היו 3 תקלות, מה ההסתברות  שהיה זה יום של מבחן?
      תשובה:    א. 
[image: image93.wmf]0.19537

      ב. 
[image: image94.wmf]0.06131

   ג. 
[image: image95.wmf]0.088

   ד. 0.443   
התפלגות היפרגאומטרית  
באוכלוסיה N פריטים,  מתוחם D  פריטים מיוחדים.  מוציאים מהאוכלוסייה  n   פריטים 

ללא החזרה.  X – מספר פריטים מיוחדים. 

ההסתברות שמתוך n פריטים יהיו k   פריטים מיוחדים:    
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תוחלת ושונות: 
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  תרגילים
1.    בכד 5 מטבעות שונות מהן 3 מטבעות תקינות ו- 2 מטבעות מזויפות. מוציאים מהכד באקראי  

       ללא  החזרה 3 מטבעות. חשב את ההסתברויות  הבאות:
       א.    שכל  המטבעות אינן מזויפות                

       ב.    ש בדיוק מטבע  אחת מזויפת.           

       ג.    שבדיוק 2 מטבעות הן מזויפות.             

       ד.    מהו סכום ההסתברויות של סעיפים א'-ג' ?              
       תשובה:     א.   0.1          ב.   0.6           ג.   0.3             ד.   1
2.    במעטפה 5 בולים שונים מישראל ובול אחד שאינו מישראל. מוציאים באקראי ללא החזרה 4 
       מהמעטפה. חשב את ההסתברויות הבאות:       

       א.    שכל הבולים שהוצאו הם מישראל.                

       ב.    שהבול שאינו מישראל הוצא בין 4 הבולים.             
       תשובה:      א.    0.33             ב.    0.67
3.    בתוך קופסה 9 מטבעות שונות, מהן 6 מזהב ו- 3 מכסף. מוציאים אקראי ללא החזרה 5 
        מטבעות.
       חשב את ההסתברויות הבאות:

       א.    שבדיוק 3 הן מזהב. 
       ב.    שבדיוק 3 הן מכסף  
       ג.    שבדיוק 4 הן מזהב

       תשובה:      א .    0.476           ב    0.12             ג.    0.357
4.    בחדר נמצאים 4 גברים ו- 6 נשים. 5 מהאנשים הנמצאים בחדר יוצאים ממנו. חשב את 
       ההסתברויות  הבאות:

       א.    שבדיוק 3 גברים יצאו.            
       ב.    שבדיוק 4 גברים יצאו.             

       ג.    שלפחות 3 גברים יצאו.              

       ד.   שלכל היותר   4    גבר יצא                    .
       תשובה:      א.    0.24           ב.    0.024            ג.    0.262             ד.    1 

5.    בכד 8 כדורים שונים מהם 5 כדורים אדומים ו- 3 כדורים לבנים. מוציאים באקראי ללא החזרה  
       כדורים. חשב את ההסתברויות הבאות: 

       א.    שבדיוק 2  כדורים הם אדומים.                  

       ב.    שבדיוק 3  כדורים הם אדומים.                   
       ג.    שבדיוק כדור אחד הוא אדום.                        
       תשובה:   א.    0.43       ב.    0.43        ג.    0.07
6.    בחנות בגדים נכנסים גברים ונשים, חלקם באים להתרשם ממבחר הבגדים וחלקם באים לרכוש 
       בגד חדש. בבוקר אחד  נכנסו לחנות 3 נשים ו- 2 גברים  ונמכרו בגדים ל- 2 אנשים. מה 
       ההסתברות:
       א.    שהיו אלה גבר אחד ואישה אחת?

       ב.    שאף גבר לא קנה בגד?
       תשובה:    א.   0.6        ב.    0.3
  
7.    בקופסת גירים   12   גירים ב -  4  צבעים שונים: כחול, אדום, לבן וצהוב  (3 גירים מכל צבע).
       ילד משתמש בקופסה כדי לצייר. הוא שולף באופן אקראי   3   גירים מהקופסה.
       א.    מה ההסתברות שישלוף גירים בצבעים שונים?
       ב.    מה ההסתברות שישלוף גירים   2   גירים אדומים?
       ג.    מה ההסתברות שישלוף לכל היותר גיר אחד אדום?
       ד.    כמה גירים אדומים ישלוף בממוצע?
       תשובה:    א.    0.49        ב.   0.12       ג.    0.87       ד.    075 

8.    בקערה   10   כדורים מהם   3   ירוקים והשאר לבנים. מוציאים   3   כדורים ללא החזרה.
       מהי ההסתברות להוציא לכל היותר כדור אחד ירוק?
       תשובה:    0.82 
9. באגם יש 100 דגים, מתוכם 10 קרפיונים. הדייג הבטיח לאשתו שיביא  הביתה 3 קרפיונים.

              מה ההסתברות שלפני שהוא יוציא מהאגם את הקרפיון השלישי, הוא יוציא מהאגם 7 דגים

              אחרים? (זה שקוף, שהדייג לא מחזיר דגים לאגם) 

       פתרון:    
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  התשובה:  0.017
10. בבית קפה "ימפולסקי"  נשארו מיום אתמול 10 מנות עוגת שוקולד ו-6 מנות עוגת גבינה. 
      עד שהיגיע משלוח של עוגות טריות, נכנסו 5 סועדים והזמינו כל אחד מנה אחת של עוגה. 
   א.  מה ההסתברות שנשארו לפחות 5  מנות עוגת גבינה  עד שהיגיע משלוח של עוגות טריות.
   ב.  הרווח עבור עוגת שוקולד  הוא 2  מטבעות ועבור עוגת גבינה 1.5 מטבעות.  מהי התוחלת ומהי
        סטיית התקן של הרווח של קפה "ימפולסקי"  מעוגות מיום אתמול? 
תשובה:  א. 0.346   ב. 
[image: image100.wmf]0.927,Var(X)0.859
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11. בחנות חלקי חילוף לרכב עובדים 5 אנשי מכירות ו- 10 אנשי "טלמרקטינג". בוחרים באקראי 
    6 עובדים לביצוע מסימה דחופה. חשבו את ההסתברות שנבחר לפחות איש מכירות אחד ולפחות 
    איש "טלמרקטינג" אחד. 
תשובה:  0.958


משתנה  מקרי  רציף  - נוסחאות
(x) f    פונקצית צפיפות ההתפלגות,                              
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(x) F   פונקצית ההתפלגות

                                                             תכונות  של    (x) F  
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               גרף של   (x)F
   (x)F - שטח מצטבר של
    גרף   (x) f     

                                                  מומנטים  עבור  משתנה  רציף
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משתנה מקרי רציף - תרגילים
1.    בדוק אם הפונקציה יכולה להיות פונקצית צפיפות להתפלגות כלשהי. אם כן חשב את  נעלם A,          
       התוחלת השונות והחציון ומצא את פונקצית ההתפלגות  F(x) . אם לא – נמק.
1. f(x)=A(1-x2)       -1≤x≤1
2. f(x)=A                  -1≤x≤1
3. f(x)=Ax                0≤x≤1

4. f(x)=A/x               1≤x≤2

5. f(x)=Ae-2 x             1≤x≤∞

6. f(x)=Ae2x              0≤x≤1

תשובה:  א. 
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2.    בדוק אם הפונקציה יכולה להיות פונקצית  התפלגות. אם כן מצא נעלם A  והתוחלת של 
       ההתפלגות. אם לא – נמק.
          א.    F(x)=A(1+x2)        -1≤x≤1

          ב.     F(x)=A(x3-1)         1≤x≤3

          ג.      F(x)=Ax              0≤x≤1

          ד.     F(x)=A x2             0≤x≤1

          ה.     F(x)=Ae2x             0≤x<1

תשובה:  א. לא,  ב. 
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3.    משתנה מקרי רציף X מקבל ערכים בין 0 ל- 1 . נתונה פונקצית הצפיפות         (2x-x2)A=(x)f
1. חשב את המספר A
2.  חשב את התוחלת והשונות של X. 

3. מצא את פונקצית ההתפלגות (x)F .
4. חשב  [ E[(X+10)2
תשובה:  א. 
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4.    נתונות פונקציות צפיפות  f(x) מצא את נעלם A , התוחלת והשונות.
1. f(x)=Ax       0<x<1
             חשב את ההסתברויות הבאות :  P(x<0.4) , P(x>0.2), P(0.2<x<0.4)
ב.  f(x)=A(3x-x2)    0<x<3  
            חשב את ההסתברויות הבאות :  P(x<2) , P(x>1.5), P(1.5<x<2.5)
תשובה:  א.  
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5.    משתנה מקרי רציף X מקבל ערכים בין 4 ל- 9 . נתונה פונקצית הצפיפות       1/2x 1+A=(x)f
       א.    חשב את המספר A
       ב.    חשב את התוחלת והשונות של X. 

ג.    חשב את ההסתברות P(X>7) .
תשובה:  א.  
[image: image127.wmf]32
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[image: image130.wmf]21
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6.    משתנה מקרי רציף X מקבל ערכים בין 0 ל- 2 . נתונה פונקצית ההתפלגות  
A(x+0.8x2)=(x)F
א.    מצא את פונקצית הצפיפות f(x)
ב.    חשב את התוחלת וסטיית התקן של X.
תשובה:  א.  
[image: image131.wmf]19
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7.   נתונה פונקצית צפיפות של מ"מ X – אורך חיים (בשעות) של מכשיר אלקטרוני:
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1) מצא את 
[image: image135.wmf])
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2) מצא את פונקצית ההתפלגות 
[image: image136.wmf])
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3) מהי ההסתברות ששלוש מתוך 6 מכשירים יחזיקו מעמד למשך לפחות 15 שעות?
          תשובה  א)  0.5    ב) 
[image: image137.wmf]10
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         8)   X הוא משתנה מקרי רציף עם פונקצית צפיפות f(x)=a+bx2 ,0<x<1 . התוחלת של X היא 2/3 חשב    
       את הפרמטרים  a ו-b  .   (2, 1/3)
 9) X הוא משתנה מקרי רציף עם פונקצית צפיפות  
[image: image138.wmf]2
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1) חשב את הפרמטר A.  (10)

2) מצא את פונקצית ההתפלגות   F(x).   (X/10-1)
3) חשב P(X>12) , P(X<14), P(13<X<17).  (0.18, 0.29, 0.833)
התפלגות הדו-ממדית  (X, Y) 
       יהיו      m x , …. , 2x , 1x    - ערכים אפשריים של משתנה מקרי   X
          ו -        n y , …. , 2y , 1y   -  ערכים אפשריים של משתנה מקרי   Y
                                טבלת ההתפלגות המשותפת של   X  ו – Y

                                     (התפלגות הדו - מימדי   (Y, X): 
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1)    משתנה מיקרי   (Y,X)   מקבל ערכים    (Yj,Xj).
2)    (Yj = Y , Xi = X)P = Pij
3)    m ,1 = i       , Pin + … + 2Pi + 1Pi = (Xi)P
4)    n ,1 = j         , Pmj + … + j2P + j1P = (Yj)P

השונות המשותפת     (Y,X) Cov    שווה ל-  
[image: image139.wmf]Cov(X,Y)=E(X×Y)-E(X)×E(Y)

                                                                    
משתנים מקריים  X   ו -Y   בלתי תלויים אם לכל זוג   (j,i )   מתקיים   
[image: image140.wmf]ijij

P=P(X)×P(Y)

                  
משתנים מקריים  X  ו -Y   בלתי מתואמים, אם 
[image: image141.wmf]E(X,Y)=E(X)×E(Y)

  או 
[image: image142.wmf]Cov(X,Y)=0

              
אם X, Y הם משתנים בלתי-תלויים אזי מתקיים:  
[image: image143.wmf]E(X,Y)=E(X)×E(Y)

  (כלומר, המשתנים הם גם בלתי מתואמים). ההפוך לא בהכרח נכון  (ייתכן שהשוויון לעיל מתקיים עבור משתנים תלויים).     

הסתברות מותנית:   
[image: image144.wmf](
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תוחלת מותנית:        
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)

(

)

(

)

m

ii

i1

XPX,Yy

EX/Yy

PYy

=

×=

==

=

å

               

 תרגילים
1.    יהי X ו- Y המשתנים המקריים הבאים: X- הכנסות ממכירות של חנות מסוימת במשך
        שבוע  (באלפים), Y- הוצאות הפרסום שלה במשך שבוע (באלפים). לפניך נתונה פונקצית  

        ההסתברות המשותפת של X ו- Y.       
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       א.    השלם את טבלת ההסתברות המשותפת.

        ב.    מצא תוחלת ושונות של X ו- Y .

        ג.    האם X ו- Y תלויים ? האם X ו- Y מתואמים ?
        ד.    נגדיר את Z כרווח השבועי וקיים קשר Y – X0.5 = Z  ומצא את תוחלת Z .

        ה.    המנהל החליט בשבוע מסוים לא לפרסם (0=Y). מהי תוחלת ההכנסות בשבוע זה ?
       תשובה:     ב.   
[image: image147.wmf]61
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                         ג.   תלויים,   מתואמים          ד.    9.7           ה.    15.5

2.    נתון לוח הסתברות משותפת של X ו- Y .
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(

Y

P


	
	0.4
	0.2
	


       א.     השלם את ההסתברויות החסרות בטבלה.

        ב.    האם X ו- Y תלויים ? האם X ו- Y תואמים ?
        ג.    מצא את הסתברות ש- 1=Y , אם ידוע ש- 0=X .

   ד.    מצא את הסתברות ש-  2  =Y , אם ידוע ש- 2 =X .
 תשובה:     ב.   תואמים        ג.    0.33         ד.    0.3  

3.    מטילים מטבע מאוזן, שעל צדדיו רשומים  המספרים 0 ו- 1 בהתאמה. אם מופיע  0,  
      ממשיכים את הניסוי בהטלת קובייה סימטרית, ואם מופיע 1 מטילים את המטבע שנית.  
      נגדיר:       
X        – המספר המופיע בהטלה הראשונה,

Y        – המספר המופיע בהטלה השנייה. 

       נציג את חוק ההתפלגות של X ,Y באמצעות טבלה.
תשובה:     
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4.   מטילים  קובייה פעמיים. מגדרים המשתנים המקריים  הבאים:

  X – תוצאת הזריקה הראשונה,

 Y – הערך המוחלט של הפרש התוצאות.

 נציג את חוק ההתפלגות של המשתנים  בטבלה ונחשב את פונקציות ההסתברות השולית.
תשובה:     
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5.    יהי X  משתנה מקרי המקבל את הערכים 1 ,-1 ,2 ,-2 כל אחד בהסתברות ¼ . נגדיר Y=X2.                      
       הוכח   ש -   X  ו- Y הם בלתי מתואמים אך תלויים.

תשובה:  
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המשתנים בלתי  מתואמים:   
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המשתנים תלויים:  
[image: image229.wmf])
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6. אחוז הפירות הפגומים ביבול התפוזים של שנה מסוימת היה 30%. כדי לבדוק משלוח של תפוזים  

    לחו"ל בודקים תפוזים באופן מקרי בזה אחר זה (אם החזרה) עד שמגלים לראשונה שני תפוזים  
    פגומים.   אולם בכל מקרה לא בודקים יותר מ-4 תפוזים.  נגדיר שני המ"מ הבאים:
   X – מספר התפוזים (הכולל) שנבדקו,   Y – מספר התפוזים הפגומים שנמצאו בבדיקה.
   א. בנו את טבלת ההתפלגות המשותפת של (Y,X).
   ב. נגדיר משתנה מקרי  
[image: image230.wmf]WXY

=×

.  בנו טבלת ההתפלגות של W. חשבו את התוחלת ואת 
       השונות של  W.
   ג. האם   X ו-Y בלתי מתואמים?
   ד. האם   X ו-Y בלתי תלויים?
תשובה   ב. 
[image: image231.wmf]E(W)3.82,Var(W)6.43

==

    ג.  X, Y מתואמים כי
[image: image232.wmf]Cov(X,Y)0.27280

=-¹


              ד. 
[image: image233.wmf]P(X2,Y1)00.037P(X2)P(X1)

===¹==×=

 לכן X,Y  תלויים.

7. הטבלה הבאה מציגה את ההתפלגות המשותפת לשני המשתנים המקריים X ו-Y:   

	
[image: image234.wmf])

(

X

P


	10
	5
	0
	[image: image615.wmf])

(

x

Var

=

s

Y
X

	
	0.05
	0.25
	0.15
	5-

	
	0.15
	0.1
	0.3
	20

	
	
	
	
	
[image: image235.wmf])

(

Y

P




א. חשבו את 
[image: image236.wmf]E(X),E(Y),Var(X),Var(Y)


ב.  חשבו  
[image: image237.wmf]E(XY),E(XY)
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ג. חשבו את 
[image: image238.wmf]Cov(X,Y)


ד. חשבו 
[image: image239.wmf]P(X5/Y0),P(X20/Y0),P(Y5/X20)
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ה. חשבו  
[image: image240.wmf]E(Y/X5),E(X/Y10)

=-=



תשובה:  א. 
[image: image241.wmf](
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ב. 
[image: image242.wmf]E(XY)12.5,E(XY)5
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     ג. 
[image: image243.wmf]Cov(X,Y)1.5625
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ג.  
[image: image244.wmf]122
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ד. 
[image: image245.wmf]83
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8.  בכד נמצאים 3 כדורים המסומנים  בספרות 1, 2, 3.  מוציאים מהכד שני כדורים בזה אחר זה עם 

     החזרה. נגדיר שני משתנים מקריים  X ו-Y:
    X -  הספרה שעל הכדור הראשון שהוצא,  Y -   הספרה שעל הכדור השני שהוצא.
   א. בנו טבלת ההסתברות המשותפת ל-X ול-Y.

   ב.  חשבו את 
[image: image246.wmf](
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   ג. קבעו האם המשתנים הנ"ל הם בלתי תלויים.  במידה והמשתנים בלתי תלויים חשבו את 
      
[image: image247.wmf]Var(XY),Var(XY)

+-


   ד. קבעו האם המשתנים הנ"ל הם בלתי מתואמים.
  ה.  חזרו על סעיפים א-ד, כאשר הניסוי ללא החזרה.
תשובה:  ב.  
[image: image248.wmf](
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   ג. 
[image: image249.wmf]11
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              ה. 
[image: image250.wmf](

)

(

)

(

)

1

EXEY2,CovX,Y

3

===-

 , המשתנים תלויים ומתואמים.

9.  יהי  X  משתנה מקרי  המתקבל הערכים 0 ו-1. 
      יהי Y משתנה מקרי המתקבל הערכים 1, 0, 1-.  ידוע כי       
     
[image: image251.wmf](
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     א.  בנו את טבלת ההתפלגות של  X.

     ב.  בנו את טבלת ההתפלגות של  Y.
     ג.  בנו את טבלת ההתפלגות המשותפת של (Y,X) וחשבו את שונות המשותפת של (Y,X).


התשובה:  Cov(X,Y)=0
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התפלגות נורמלית

X הוא משתנה נורמלי עם פרמטרים 
[image: image254.wmf]m

 ו-
[image: image255.wmf]s

, אם פונקצית הצפיפות שלו ניתנת על ידי
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סימון: 
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     ( Z – הוא המשתנה המתוקנן ). 

פונקצית התפלגות של X  היא:   
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  היא פונקצית ההתפלגות המצטברת של המשתנה הנורמלי סטנדרטי 

והיא נתונה בטבלה.
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תרגילים

1. X הוא משתנה מקרי המתפלג נורמלית עם ממוצע = 150, וסטיית תקן = 25. חשב 
1) P(X<175)         
2) P(X<180)             
3) P(X>200)  

4) P(X>220)              
5) P(155<X<165)  
6) P(145<X<170)      
7) P(100<X<200)     
8) P(110<X<190)
תשובה: 1) 0.84,  2) 0.88,  3) 0.23,  4) 0.002,  5) 0.14,  6) 0.37,   7) 0.95,  8) 0.89
2. למשתנה מקרי שהתפלגותו נורמלית יש סטיית תקן 
[image: image265.wmf]5
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 . מצא את התוחלת של המשתנה המקרי אם ההסתברות  שהמשתנה המקרי   יקבל ערך  קטן מ- 53.5 היא 0.8254.
תשובה:  
[image: image266.wmf]8
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3. למשתנה מקרי שהתפלגותו נורמלית יש תוחלת 
[image: image267.wmf]68
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 . נתון שההסתברות שהמשתנה המקרי יקבל ערך קטן מ- 71.3 היא 0.95. מה ההסתברות שהמשתנה המקרי יקבל ערך  גבוה מ- 71?
תשובה:  
[image: image268.wmf]2
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4. למשתנה מקרי  X,  אשר התפלגותו  נורמלית,  יש ממוצע שהוא פי 8 מסטיית התקן שלו. ההסתברות ש- X יקבל ערך קטן מ- 31 היא 0.99. 
1. מצא את הממוצע וסטיית תקן של X.

2. מהי ההסתברות ש- X יקבל ערך בין 23 ל- 28.
תשובה:  א. 
[image: image270.wmf]3,24

sm

==

,      ב. 
[image: image271.wmf]5375

.

0

)

28

23

(

=

<

<

x

P


5. בבחינה בסטטיסטיקה התפלגות הציונים היא נורמלית עם תוחלת 74 וסטיית תקן 7.9.
1. מהו ציון המעבר אם נתון ש 10% מהסטודנטים נכשלו ?
2. מהו הציון המינימלי לקבלתך מעולה בקורס אם ידוע ש- 5% מהסטודנטים קבלו ציון זה?

3. איזה אחוז מהסטודנטים קבלו ציון בין 65 ל- 82?
  תשובה:  א. 64,    ב. 87,   ג. 0.72

6. למשתנה מקרי שהתפלגותו נורמלית יש סטיית תקן 
[image: image272.wmf]2
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. נתון שההסתברות שהמשתנה המקרי יקבל ערך גדול מ- 52 היא 0.95 . מהי ההסתברות שהמשתנה המקרי יקבל ערך קטן מ- 55.
תשובה:  
[image: image273.wmf]28
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7. למשתנה מקרי X שהתפלגותו נורמלית , ההסתברות להימצא במרחק של 2 יחידות מסביבי לממוצע היא 0.26. מהי סטיית התקן של X.
תשובה:  
[image: image275.wmf]6
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8. הדרישה השבועית למוצר מסוים בסופרמרקט מתפלג נורמלית עם תוחלת 100 וסטיית תקן 20. מהי הכמות המינימלית שצריכים להזמין כדי להבטיח בהסתברות של 0.9 שיהיה מספיק מן המוצר לשבוע.
תשובה:  126
9. נניח שציוני המבחן בסטטיסטיקה מתפלגים נורמלית עם תוחלת 70 ושונות 100. משתתפים במבחן 100 סטודנטים.
     א.  כמה מתוכם צפויים לקבל ציון עובר  (מ- 60 ומעלה)

       ב.  אם המרצה רוצה שיעברו בדיוק 80 סטודנטים, מה צריך להיות ציום העובר.

   תשובה:  א. 84,  ב. 62
משפט הגבול המרכזי 
היו 
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התפלגות זהה שתוחלתה 
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ספרות: אלונה רביב, תלמה לויתן:  מבוא להסתברות וסטטיסטיקה – הסקה סטטיסטי

עמודים  10-19

תרגילים

1. מנת המשכל של אוכלוסייה מסוימת היא בעלת ממוצע 
[image: image283.wmf]100
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 וסטיית תקן  
[image: image284.wmf]15
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. מתוך אוכלוסייה זו נבחר   מדגם של  
[image: image285.wmf]64
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1. מהי ההסתברות שהממוצע של המדגם יהיה בין    102       ל  -   108?

2. מהי ההסתברות שהממוצע של המדגם יהיה 103?
    תשובה:  א. 0.14,   ב.  0
2. יבול העגבניות באזור מסוים מפולג נורמלית עם ממוצע של 3 טון לדונם, וסטיית תקן של 400 ק"ג. סוחר מזמין מראש יבול של 25 דונם הנבחרים מקרית. מה ההסתברות שיקבל א. פחות מ- 74  טון   
      ב.  למעלה מ -  77 טון   
      ג. בין 71 ל- 73 טון 
      ד. בין 70 ל - 76  טון 
      ה. בין 78 ל- 80 טון.
   תשובה:  א. 0.31,  ב. 0.16,  ג. 0.14,  ד. 0.68,   ה. 0.061
3. משקלם של דגים מסוג מסוים הוא משתנה מקרי בעל התפלגות הבאה :
	X
	1
	2
	3

	P(x)
	0.25
	0.5
	0.25


מכניסים 100 דגים לרשת המסוגלת לזאת עד 225 ק"ג. מהי ההסתברות שהרשת תקרע?
   תשובה:  
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4. מדגם מקרי בגודל 121 נלקח מתוך התפלגות :
	X
	1
	2
	3

	P
	0.2 
	0.5
	0.3


מה ההסתברות שממוצע המדגם יהיה  
א.  קטן מ- 2 ?   
ב. גדול מ- 2.3 ?  
ג. בין 1.9 ל- 2.2 ?

   תשובה:  
[image: image287.wmf]1
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[image: image288.wmf]0

0005

.

0

»

,  ג. 0.95

5. באוכלוסייה מסוימת הגובה מפולג נורמלית עם תוחלת 170 ס"מ וסטיית תקן 5 ס"מ. מהי ההסתברות שבמדגם מקרי של 15 איש הסטייה של ממוצע  המדגם מתוחלתו יהיה יותר מ - 3 ס"מ.
   תשובה:  0.0204
6. קובייה הוגנת מוטלת 200  פעם. מהי ההסתברות שסכום התוצאות יהיה 
א. לפחות 730 ?
ב. לפחות 800?
ג. בין 650 ל- 750 ?
תשובה:  
[image: image289.wmf]5
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7. אורך החיים של נגד חשמלי מתפלג נורמלית עם ממוצע של 160 שעות.  רוצים לייצר נגד חשמלי כך שבהסתברות של 0.8 יהיה אורך החיים של הנגד בין 120 שעות לבין 200 שעות. 
א. חשב את סטיית התקן.
ב.  נלקח מדגם מקרי של 100 נגדים, מהי ההסתברות כי אורך חייהם הממוצע לא יעלה על 165 שעות.
תשובה:  א. 
[image: image290.wmf]31.25
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    ב. 0.9452

8. במפעל מסוים  מיוצרים צינורות, שאורכם מתפלג נורמלית עם ממוצע 2 מטר וסטיית תקן של 2 ס"מ. הצינורות נבדקים בביקורת איכות. צינור שאורכו פחות מ-199 ס"מ נפסל ונזרק. צינור שאורכו מעל 202 ס"מ מוחזר למפעל לעיבוד מחדש ואינו משווק. שאר הצינורות משווקים. 
א. מצא את אחוז הצינורות המשווקים.
ב.  נבחר מדגם של 34 צינורות. חשב את ההסתברות שממוצע אורכם יהיה מתחת ל-190 ס"מ.
ג. .  נבחר מדגם של 100 צינורות. מהי ההסתברות שסכום אורכם יהיה מעל 200.4 מטר?
תשובה:  א. 0.5328   ב. 0    ג.  0.0228

9. בחנות למוצרי אלקטרוניקה שלושה סוגי של קלטות וידיו: 40% מהקלטות אורכן 3 שעות, 30% הן באורך שעתיים והשאר באורך 4 שעות. צלם המסקר את מופעי הרוק בישראל נכנס  ובחר באקראי 50 קלטות. משב את ההסתברות שכל הקלטות ביחד יאפשרו לו לפחות 152 שעות של הקלטה.
תשובה:  
[image: image291.wmf]0.7746,3
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  ההסתברות 0.3557

10.  משך זמן ההמתנה לאוטובוס הנוסע מבית-שאן לתל-אביב מתפלג נורמלית עם ממוצע של 15 דקות וסטיית תקן של 180 שניות.  
א. נבחר מדגם מקרי 36 נוסעים הממתינים בתחנת האוטובוס בעפולה. חשב את ההסתברות שמשך    זמן ההמתנה הממוצע שלהם יהיה גבוה מ-21 דקות.
ב. נבחר מדגם מקרי של 25 נוסעים הממתינים בתחנת האוטובוס בעפולה. חשב את ההסתברות שמשך זמן ההמתנה הכולל שלהם יהיה גבוה מ-385 דקות. 
      תשובה:  א. 0   ב. 0.2514
קירוב נורמלי למשתנה בינומי
יהי X משתנה בינומי בעל פרמטרים 
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ספרות:  אלונה רביב, תלמה לויתן:  מבוא להסתברות וסטטיסטיקה – הסקה סטטיסטי

עמודים  24-30
תרגילים
1. מטילים קובייה 180 פעמים. מה ההסתברות שהתוצאה 6 תתקבל בין 35-25 פעמים ?
   תשובה:  
[image: image300.wmf]30
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2. א. מטילים מטבע 900 פעמים, מה ההסתברות שיהיו יותר מ – 475 פעמים מצב "עץ" ?
      ב. מה ההסתברות  שפרופורציה של מספר הפעמים שיתקבל עץ יהיה בין 0.49 ל- 0.51.
 תשובה:  
[image: image301.wmf]450
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3. למסיבה מוזמנים 100 אנשים. נניח כי ההחלטה אם להגיע למסיבה בלתי תלויה בין המוזמנים השונים וקיימת הסתברות של 0.8 שמוזמן יגיע למסיבה. כמה מנות יש להכין (בקירוב) על מנת להבטיח ברמת ביטחון של 95% לפחות שלכל אחד מן המוזמנים תהיה מנה?

   תשובה:  
[image: image304.wmf]80
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4. 5% מהנורות המיוצרות – פגומות. מה ההסתברות שבמשלוח של 150 נורות תהיינה למעלה מ-10 נורות פגומות?
   תשובה:  
[image: image305.wmf]5
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5. חברה מסחרית טוענת ש- 60% מהאוכלוסייה משתמשים במוצריה. בהנחה שטענה זו נכונה מה ההסתברות שבמדגם בן 400 איש נקבל , שפחות מ – 50% אכן משתמשים במוצריה? 
   תשובה:  
[image: image306.wmf]240
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6. סוחר הזמין 180 ברגים מבית חרושת. לטענת בעל בית החרושת ההסתברות שבורג שהוא מייצר יהיה פגום שווה ל- 0.01. מה ההסתברות שהסוחר יקבל לפחות 175 ברגים תקינים אם טענת בעל בית החרושת נכונה?
  תשובה:  
[image: image307.wmf]8
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- ההסתברות לקבל 175 ברגים תקינים או 5 פגומים

7. גובה הגברים באוכלוסייה מסוימת מתפלג נורמלית עם ממוצע 180 ס"מ, סטיית תקן 3 ס"מ. גובה הנשים באותה אוכלוסייה מתפלג נורמלית עם ממוצע  175 ס"מ וסטיית תקן 2 ס"מ. נלקח מדגם של 4 גברים ו –6 נשים. מה ההסתברות שהממוצע הגובה של הנשים במדגם יהיה גבוה מממוצע  גובה הגברים במדגם.  
תשובה:  הגובה הממוצע של גברים: 
[image: image308.wmf])
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8. סיכוי חייל לא מאומן לפגוע במטרה הוא 0.4. סיכוי חייל  מאומן לפגוע במטרה הוא 0.8.  במטווח בחרו מדגם של 100 חיילים, מגדוד שבו 70% מהחיילים עברו אימון. 
א. במטווח יורו  כל חייל  10 כדורים לעבר המטרה. מהוא מספר הפגיות הצפוי (הממוצע)?
ב. מהו הסיכוי להשגת יותר מ-700 פגיות במטרה?
תשובה:   א. 680  ב.  0.0823

9. שעור הגירושין בין זוגות נשואים הוא 30%.  נבחר מדגם מקרי של 100 זוגות נשואים. 
א.  מה הסיכוי שיהיו לכל היותר 26 מקרי גירושין ביניהם.  
ב.  מהו  ה-m כך שבהסתברות של 99% מספר מקרי הגירושין  יהיה קטן או שווה לו?
תשובה:   א. 0.2236   ב.    40.15 (m = 40  m =


10.  בשל המודעות הגוברות לנזיקי העישון נמצא כי 55% מבעלי המסעדות אינם מתירים  ללקוחות לעשן במתחם המסעדה. נלקח מדגם מקרי של 50 מסעדות. חשב את ההסתברויות הבאות:
א. שלפחות 32 מהם  אינם מתירים לעשן במתחם המסעדה. 
ב.  שלכל היותר 8 מהם מאפשרים לעשן במתחם המעדה.
ג.  שבדיוק 25 מהם אינם מתירים לעשן במתחם המסעדה. 
ד.  שלפחות 22 מהם ולכל היותר 28 מהם מאפשרים לעשן במתחם המסעדה. 
תשובה:   א. 0.0778 ב..0  ג. 0.0866   ד. 0.5325
משפט הגבול המרכזי 
היו 
[image: image312.wmf]n
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התפלגות זהה שתוחלתה 
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ספרות: אלונה רביב, תלמה לויתן:  מבוא להסתברות וסטטיסטיקה – הסקה סטטיסטי

עמודים  10-19

תרגילים

11. מנת המשכל של אוכלוסייה מסוימת היא בעלת ממוצע 
[image: image319.wmf]100
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 וסטיית תקן  
[image: image320.wmf]15
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. מתוך אוכלוסייה זו נבחר מדגם של  
[image: image321.wmf]64
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3. מהי ההסתברות שהממוצע של המדגם יהיה בין    102       ל  -   108?

4. מהי ההסתברות שהממוצע של המדגם יהיה 103?
    תשובה:  א. 0.14,   ב.  0
12. יבול העגבניות באזור מסוים מפולג נורמלית עם ממוצע של 3 טון לדונם, וסטיית תקן של 400 ק"ג. סוחר מזמין מראש יבול של 25 דונם הנבחרים מקרית. מה ההסתברות שיקבל א. פחות מ- 74  טון   
      ב.  למעלה מ -  77 טון   
      ג. בין 71 ל- 73 טון 
      ד. בין 70 ל - 76  טון 
      ה. בין 78 ל- 80 טון.
   תשובה:  א. 0.31,  ב. 0.16,  ג. 0.14,  ד. 0.68,   ה. 0.061
13. משקלם של דגים מסוג מסוים הוא משתנה מקרי בעל התפלגות הבאה :
	X
	1
	2
	3

	P(x)
	0.25
	0.5
	0.25


מכניסים 100 דגים לרשת המסוגלת לשאת עד 225 ק"ג. מהי ההסתברות שהרשת תקרע?
   תשובה:  
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14. מדגם מקרי בגודל 121 נלקח מתוך התפלגות :
	X
	1
	2
	3

	P
	0.2 
	0.5
	0.3


מה ההסתברות שממוצע המדגם יהיה  
א.  קטן מ- 2 ?   
ב. גדול מ- 2.3 ?  
ג. בין 1.9 ל- 2.2 ?

   תשובה:  
[image: image323.wmf]1
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15. באוכלוסייה מסוימת הגובה מפולג נורמלית עם תוחלת 170 ס"מ וסטיית תקן 5 ס"מ. מהי ההסתברות שבמדגם מקרי של 15 איש הסטייה של ממוצע  המדגם מתוחלתו יהיה יותר מ - 3 ס"מ?
   תשובה:  0.0204
16. קובייה הוגנת מוטלת 200  פעם. מהי ההסתברות שסכום התוצאות יהיה 
א. לפחות 730 ?
ב. לפחות 800?
ג. בין 650 ל- 750 ?
תשובה:  
[image: image325.wmf]5
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17. אורך החיים של נגד חשמלי מתפלג נורמלית עם ממוצע של 160 שעות.  רוצים לייצר נגד חשמלי כך שבהסתברות של 0.8 יהיה אורך החיים של הנגד בין 120 שעות לבין 200 שעות. 
א. חשב את סטיית התקן.
ב.  נלקח מדגם מקרי של 100 נגדים, מהי ההסתברות כי אורך חייהם הממוצע לא יעלה על 165 שעות.
תשובה:  א. 
[image: image326.wmf]31.25
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    ב. 0.9452

18. במפעל מסוים  מיוצרים צינורות, שאורכם מתפלג נורמלית עם ממוצע 2 מטר וסטיית תקן של 2 ס"מ. הצינורות נבדקים בביקורת איכות. צינור שאורכו פחות מ-199 ס"מ נפסל ונזרק. צינור שאורכו מעל 202 ס"מ מוחזר למפעל לעיבוד מחדש ואינו משווק. שאר הצינורות משווקים. 
א. מצא את אחוז הצינורות המשווקים.
ב.  נבחר מדגם של 34 צינורות. חשב את ההסתברות שממוצע אורכם יהיה מתחת ל-190 ס"מ.
ג. .  נבחר מדגם של 100 צינורות. מהי ההסתברות שסכום אורכם יהיה מעל 200.4 מטר?
תשובה:  א. 0.5328   ב. 0    ג.  0.0228

19. בחנות למוצרי אלקטרוניקה שלושה סוגי של קלטות וידיו: 40% מהקלטות אורכן 3 שעות, 30% הן באורך שעתיים והשאר באורך 4 שעות. צלם המסקר את מופעי הרוק בישראל נכנס  ובחר באקראי 50 קלטות. משב את ההסתברות שכל הקלטות ביחד יאפשרו לו לפחות 152 שעות של הקלטה.
תשובה:  
[image: image327.wmf]0.7746,3

sm

==

  ההסתברות 0.3557

20.  משך זמן ההמתנה לאוטובוס הנוסע מבית-שאן לתל-אביב מתפלג נורמלית עם ממוצע של 15 דקות וסטיית תקן של 180 שניות.  
א. נבחר מדגם מקרי 36 נוסעים הממתינים בתחנת האוטובוס בעפולה. חשב את ההסתברות שמשך    זמן ההמתנה הממוצע שלהם יהיה גבוה מ-21 דקות.
ב. נבחר מדגם מקרי של 25 נוסעים הממתינים בתחנת האוטובוס בעפולה. חשב את ההסתברות שמשך זמן ההמתנה הכולל שלהם יהיה גבוה מ-385 דקות. 
      תשובה:  א. 0   ב. 0.2514
קירוב נורמאלי למשתנה בינומי
יהי X משתנה בינומי בעל פרמטרים 
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ספרות:  אלונה רביב, תלמה לויתן:  מבוא להסתברות וסטטיסטיקה – הסקה סטטיסטי

עמודים  24-30
תרגילים
11. מטילים קובייה 180 פעמים. מה ההסתברות שהתוצאה 6 תתקבל בין 35-25 פעמים ?
   תשובה:  
[image: image336.wmf]30
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12. א. מטילים מטבע 900 פעמים, מה ההסתברות שיהיו יותר מ – 475 פעמים מצב "עץ" ?
      ב. מה ההסתברות  שפרופורציה של מספר הפעמים שיתקבל עץ יהיה בין 0.49 ל- 0.51.
 תשובה:  
[image: image337.wmf]450
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13. למסיבה מוזמנים 100 אנשים. נניח כי ההחלטה אם להגיע למסיבה בלתי תלויה בין המוזמנים השונים וקיימת הסתברות של 0.8 שמוזמן יגיע למסיבה. כמה מנות יש להכין (בקירוב) על מנת להבטיח ברמת ביטחון של 95% לפחות שלכל אחד מן המוזמנים תהיה מנה?

   תשובה:  
[image: image340.wmf]80
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14. 5% מהנורות המיוצרות – פגומות. מה ההסתברות שבמשלוח של 150 נורות תהיינה למעלה מ-10 נורות פגומות?
   תשובה:  
[image: image341.wmf]5
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15. חברה מסחרית טוענת ש- 60% מהאוכלוסייה משתמשים במוצריה. בהנחה שטענה זו נכונה מה ההסתברות שבמדגם בן 400 איש נקבל , שפחות מ – 50% אכן משתמשים במוצריה? 
   תשובה:  
[image: image342.wmf]240
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16. סוחר הזמין 180 ברגים מבית חרושת. לטענת בעל בית החרושת ההסתברות שבורג שהוא מייצר יהיה פגום שווה ל- 0.01. מה ההסתברות שהסוחר יקבל לפחות 175 ברגים תקינים אם טענת בעל בית החרושת נכונה?
  תשובה:  
[image: image343.wmf]8
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- ההסתברות לקבל 175 ברגים תקינים או 5 פגומים

17. גובה הגברים באוכלוסייה מסוימת מתפלג נורמלית עם ממוצע 180 ס"מ, סטיית תקן 3 ס"מ. גובה הנשים באותה אוכלוסייה מתפלג נורמלית עם ממוצע  175 ס"מ וסטיית תקן 2 ס"מ. נלקח מדגם של 4 גברים ו –6 נשים. מה ההסתברות שהממוצע הגובה של הנשים במדגם יהיה גבוה מממוצע  גובה הגברים במדגם.  
תשובה:  הגובה הממוצע של גברים: 
[image: image344.wmf])
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18. סיכוי חייל לא מאומן לפגוע במטרה הוא 0.4. סיכוי חייל  מאומן לפגוע במטרה הוא 0.8.  במטווח בחרו מדגם של 100 חיילים, מגדוד שבו 70% מהחיילים עברו אימון. 
א. במטווח יורו  כל חייל  10 כדורים לעבר המטרה. מהוא מספר הפגיעות הצפוי (הממוצע)?
ב. מהו הסיכוי להשגת יותר מ-700 פגיעות במטרה?
תשובה:   א. 680  ב.  0.0823

19. שעור הגירושין בין זוגות נשואים הוא 30%.  נבחר מדגם מקרי של 100 זוגות נשואים. 
א.  מה הסיכוי שיהיו לכל היותר 26 מקרי גירושין ביניהם? 
ב.  מהו  ה-m כך שבהסתברות של 99% מספר מקרי הגירושין  יהיה קטן או שווה לו?
תשובה:   א. 0.2236   ב.    40.15 (m = 40  m =


20.  בשל המודעות הגוברות לנזיקי העישון נמצא כי 55% מבעלי המסעדות אינם מתירים  ללקוחות לעשן במתחם המסעדה. נלקח מדגם מקרי של 50 מסעדות. חשב את ההסתברויות הבאות:
א. שלפחות 32 מהם  אינם מתירים לעשן במתחם המסעדה. 
ב.  שלכל היותר 8 מהם מאפשרים לעשן במתחם המעדה.
ג.  שבדיוק 25 מהם אינם מתירים לעשן במתחם המסעדה. 
ד.  שלפחות 22 מהם ולכל היותר 28 מהם מאפשרים לעשן במתחם המסעדה. 
תשובה:   א. 0.1003 ב..0  ג. 0.0866   ד. 0.5667
רווח בר- סמך לממוצע כאשר סטיית התקן ידועה

פרמטרים:   
[image: image348.wmf]m

- ממוצע האוכלוסייה, 
[image: image349.wmf]2

s

 - שונות האוכלוסייה, 
[image: image350.wmf]s

 - סטיית התקן של האוכלוסייה.
  סטטיסטיים: 
[image: image351.wmf]x

 - ממוצע המדגם,

סימונים:       
[image: image352.wmf]a

 - רמת המובהקות, 
[image: image353.wmf]a
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 רמת הביטחון,
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 - גודל המדגם 

רווח בר-סמך ל-   
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גודל המדגם  הדרוש כדי שברמת בטחון  
[image: image357.wmf]a
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  לבין  
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(חצי אורך הרווח) לא תעלה על 
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תרגילים
1. נתון משתנה מקרי X מפולג התפלגות נורמלית עם ממוצע  μ וסטיית תקן  10.  מתוך אוכלוסייה זו נבחר מדגם בגודל n=25. 
1. מהו אורך רווח הסמך לפרמטר μ ברמת ביטחון 0.98? 

2. אם במדגם מתקבל ממוצע  X=78, מהו רווח הסמך ברמת ביטחון 0.98?
  תשובה:  א. 
[image: image362.wmf]32
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2. חוקר פרסם את רווח הסמך לפרמטר μ, אך שכח לציין את רמת הביטחון. רווח הסמך הוא    {196< μ<206}. נתון כי  נחקר מדגם מקרי בגודל n=144, וסטיית התקן היא 30.
1. מהי רמת הביטחון ?
2. באותה רמת ביטחון, מהו גודל המדגם הדרוש כדי לצמצם את רווח הסמך לגבולות

               {198< μ<204} ?
  תשובה:  א. רמת הביטחון: 
[image: image364.wmf]9544
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3. לצורך אמידת משקלם הממוצע של התינוקות שנולדו השנה בארץ , נבחר מדגם מקרי  של 200 תינוקות ונמצא  כי משקלם הממוצע היה 3250  גרם. ידוע כי סטיית התקן של משקל התינוקות  שנולדו השנה בארץ הוא 160 גרם. מצא רווח סמך למשקלם הממוצע של התינוקות שנולדו השנה בארץ, ברמת ביטחון  של 95%. 
     תשובה:  
[image: image366.wmf][
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4. ידוע כי סטיית התקן של  הציון במתמטיקה בבחינות הבגרות היא 14 נקודות. במדגם מקרי של 120 תלמידים שנבחנו  בבחינת הבגרות היה  הציון הממוצע 79. מצא רווח סמך לציון הממוצע בבחינות הבגרות במתמטיקה ברמת ביטחון של 99%.
    תשובה:  
[image: image367.wmf][
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5. לצורך קביעת מנת המשכל של תלמידי אוניברסיטת "דעת", נבחר מתוכם מדגם מקרי של 225 תלמידים ונמצא כי מנת המשכל הממוצעת שלהם הייתה 115. 
1. מצא רווח סמך למנת המשכל הממוצעת של תלמידי האוניברסיטה ברמת ביטחון של 99% אם ידוע  שסטיית התקן של מנת המשכל באוכלוסייה היא 12 יחידות.
2. מצא מהו גודל המדגם אותו יש לקחת כדי שסטיית המדגם לא תעלה על 2 יחידות וזאת ברמת ביטחון של 99%.
    תשובה:  א. 
[image: image368.wmf][
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[image: image369.wmf]239
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6. חוקר מבקש לאמוד את מנת המשכל הממוצעת של אוכלוסיית הסטודנטים  במוסדות להשכלה גבוהה בישראל. נבדק מדגם מקרי של 400 סטודנטים ובמדגם נמצא    115=X .   בהנחה שסטיית התקן היא 15 , חשב רווח בר-סמך לפרמטר       ברמות סמך:    א. 0.95      ב.  0.99
    תשובה:  א. 
[image: image370.wmf][
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7. חוקר מבקש לאמוד את מנת המשכל הממוצעת של אוכלוסיית הסטודנטים  במוסדות להשכלה גבוהה בישראל.מהו גודל המדגם שעליו לחקור כדי לקבל רווח בר-סמך ברמת סמך  0.95  ובסטיית המדגם.
     סטיית תקן של האוכלוסייה היא 15.
    תשובה:  
[image: image372.wmf]865
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8. ידוע כי  שונות ההכנסה החודשית בעיירה מסוימת היא 1600. במדגם מקרי של 100 תושבים נמצא כי הכנסתם הממוצעת הייתה 2200 לחודש . בנה רווח בר סמך להכנסה החודשית הממוצעת ברמת ביטחון של  א. 95% ב. 99%
    תשובה:  א. 
[image: image373.wmf][
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9. מעוניינים לאמוד את הכנסתו החודשית הממוצעת במשק כאשר ידוע כי סטיית התקן של ההכנסה החודשית של פועלי המשק היא 400. מהו גודל המדגם אותו יש לקחת כדי להשיג סטיית מדגם 100 ברמת בטחון של 0.95.
    תשובה:  
[image: image375.wmf]62
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10. יהי X משתנה מקרי עם ממוצע μ וסטיית  תקן σ . חוקר רוצה לבנות רווח בר סמך ל – μ ברמת ביטחון של 0.99 כך שהאורך של הרווח = σ0.2 . מהו גודל המדגם הנדרש?
    תשובה:  
[image: image376.wmf]664
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בדיקת השערות לממוצע  כאשר סטיית התקן ידועה
נתון מדגם בגודל 
[image: image377.wmf]n

  מהתפלגות נורמלית  
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, בעלת שונות ידועה.
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 - השערת האפס.
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 - השערה האלטרנטיבית, וזוהי בדרך כלל השערת החוקר.

סוגי טעויות הסטטיסטיות  והסתברויות שלהן:
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עוצמת המבחן
	
[image: image388.wmf]1

H

 נכונה


מבחן חד-כיוני ימני:   במבחן זה רוצה החוקר לבדוק  את ההשערה שהממוצע  
האוכלוסייה  עלה.
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[image: image391.wmf]0

H

:  
[image: image392.wmf]C

X

>

,      אזור  קבלת  
[image: image393.wmf]0

H

:  
[image: image394.wmf]C

X

£

.

כאשר   
[image: image395.wmf]n

z

C

1

0

s

m

a

×

+

=

-


מבחן חד-כיוני שמאלי:  במבחן זה רוצה החוקר לבדוק  את ההשערה שהממוצע  
האוכלוסייה  ירד.
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מבחן דו-כיוני:  במבחן זה רוצה החוקר לבדוק  את ההשערה שהממוצע  
האוכלוסייה  השתנה (ללא ציון כוון השינוי).
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אזור  דחית  
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חישוב הסתברויות הטעויות הסטטיסטיות

[image: image412.wmf]0

0

:

H

m

m

=



[image: image413.wmf]1

1

:

H

m

m

=


א)  
[image: image414.wmf]0

1

m

m

>

  (מבחן חד-כיווני ימני) :  
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  (מבחן חד-כיווני שמאלי) :  
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מובהקות התוצאה ( P-value) – הנה  ההסתברות לקבלת תוצאה קיצונית ביותר  לפחות

כמו התוצאה שהתקבלה בניסוי, בהנחה  שהשערת האפס נכונה.

במבחן חד-כיווני ימני :  
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במבחן חד-כיווני שמאלי :  
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במבחן דו-כיווני  :  
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תרגילים
1. יצרן מפרסם במפרט כי זמן הבעירה הממוצע של הנורות שהוא מייצר הוא 800 שעות, עם סטיית תקן של 30 שעות. סוחר סבור שמשך בעירתן הממוצע נמוך מהמפורסם במפרט. לשם בדיקה הוא בוחר מדגם מקרי של 100 נורות שיוצרו ע"י היצרן ומוצא שזמן בעירתן הממוצע הוא 795 שעות. מה  המסקנה של הבדיקה ברמת מובהקות 4% ?  חשב את עצמת המבחן אם האלטרנטיבה היא  790 =  1µ . חשב גם את מובהקות התוצאה (p-value).
     תשובה: 
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2. בשיטת לימוד קיימת להוראת האנגלית התקבל ציון ממוצע 75 עם סטיית תקן 12. מורה מציע שיטת לימוד חדשה לשיפור ההישגים באנגלית. השיטה החדשה נבדקה על מדגם של 64 תלמידים והתקבל ציון ממוצע של 78.5 . בדוק ברמת מובהקות של 5% האם שיטת הלימוד החדשה עדיפה על פני שיטת הלימוד הקיימת?   חשב את עצמת המבחן אם האלטרנטיבה היא  80 =  1µ. חשב גם את מובהקות התוצאה (p-value).
     תשובה: 
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3. מכונה מייצרת ברגים אשר אורכם מפולג  נורמלית עם ממוצע  4  ס"מ וסטיית תקן של 0.2 ס"מ. עקב תקלה במכונה הועלה חשד כי המכונה אינה מייצרת ברגים באורך הנדרש.   לשם בדיקת הנושא, נבדק מדגם מקרי של 25 ברגים, אשר יוצרו במכונה לאחר התרחשות התקלה והתקבל הממוצע של 3.9 ס"מ. מהי מסקנת הבדיקה ברמת מובהקות 2% ?

     תשובה: 
[image: image429.wmf]09
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4. התקן קובע כי הגובה הנדרש לדלת כניסה הינו 205 ס"מ. ידוע כי הגובה מפולג נורמלית עם סטיית תקן 0.5 . הוחלט לבדוק את עבודתו של נגר על סמך מדגם בן 16 דלתות. נקבע כי אם הגובה הממוצע של דלת במדגם יהיה בין 204.6 ס"מ לבין 205.4 ס"מ תתקבל עבודת הנגר, אחר תדחה עבודתו. חשב את רמת המובהקות של המבחן.
תשובה:
[image: image431.wmf]0014
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5. באוניברסיטת "דעת" מלמדים את השפה ההוטנטוטית. בתום שנת הלימודים יודע התלמיד 1000 מילים הוטנטוטיות בממוצע, עם סטיית תקן שלך 60 מילים. באוניברסיטה אחרת מלמדים הוטנטוטית בשיטה אחרת. בדוק את ההשערה שאין הבדל בין שיטת הלימוד של 2 האוניברסיטאות  ברמת מובהקות של 0.05 אם 225 מתלמידי האוניברסיטה השנייה שנבחרו מקרית ידעו בממוצע 970 מילים.

     תשובה: 
[image: image432.wmf]84
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6. ידוע כי יבול האברושים הוא 2000 ק"ג  לדונם בממוצע, עם סטיית תקן של 330 ק"ג. עתה מנסים שיטת השקיה חדשה ומקווים שהיא תגרום להגדלת היבול. נבחרו מקרית 121  דונם אשר בהם גודלו אברושים בשיטת ההשקיה החדשה.

1. מה יהיה הערך הקריטי אם רוצים לבדוק את ההשערה  ברמת מובהקות של 0.05?
2. מה תהיה רמת המובהקות אם הערך הקריטי הוא 2050 ק"ג? 

3. מהו גודל המדגם שיש לקחת אם מעוניינים שברמת מובהקות של 5% יהיה הערך הקריטי 2040 ק"ג?
     תשובה: א. 
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7. אוכלוסייה מפולגת נורמלית עם סטיית תקן 20. מעוניינים לבדוק את ההשערה שהממוצע = 400  כנגד האלטרנטיבה שהממוצע > 400  ברמת מובהקות של 5%. מהו גודל המדגם שיש לקחת אם רוצים שהערך הקריטי יהיה 405 ?   
     תשובה: 
[image: image437.wmf]44

=

n


8. ידוע שחוזקם הממוצע של החבלים המיוצרים  ע"י בית חרושת מסוים הוא 20 ק"ג לס"מ עם סטיית תקן של 1.1 ק"ג. כדי לבדוק את ההשערה ששזירת חוט ניילון בתוך החבל תעלה את חוזקו נבחנים 50 חבלים שנשזר בהם חוט ניילון ונמצא כי חוזקם הממוצע היה 20.4 ק"ג לס"מ. מהי מסקנת הבדיקה ברמת מובהקות של 5%?     חשב את עצמת המבחן אם האלטרנטיבה היא  21 =  1µ.  חשב גם את מובהקות התוצאה (p-value).

9. תשובה: 
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תכולת 
הסוכר של תפוחים היא בממוצע 13.5 גרם לכל ק"ג פרי עם סטיית תקן של 2.48 גרם. כדי לבחון את ההשערה שהבחלה מלאכותית משנה את תכולת הסוכר בפרי נבחרים באופן מקרי 200 ק"ג תפוחים ומובחלים מלאכותית. נמצא כי תחולת הסוכר הממוצעת בהם הייתה 13.37 גרם לק"ג. בחן את ההשערה ברמת מובהקות של 0.02.
     תשובה: 
[image: image442.wmf]91
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10. יהי X משתנה מקרי עם סטיית תקן =0.4 . מעוניינים לבדוק את ההשערה 

H 0: μ  =5  
H1: μ  =5.2 

כך ש- רמת המובהקות 0.05= α , וההסתברות לטעות מסוג שני 0.02=β .

מהו גודל המדגם שיש לקחת ? מהו הערך הקריטי?
     תשובה:  
[image: image444.wmf]55
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11. א. יהי X משתנה מקרי עם ממוצע= μ, וסטיית תקן =σ. מעונינים לבדוק 

 H 0: μ  =50
H1: μ  =45 

נלקח מדגם בגודל 100. הוחלט שהערך הקריטי הוא 48 . ידוע שעוצמת המבחן 
[image: image445.wmf]95
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. חשב את רמת המובהקות α.

ב.  מתוך אוכלוסייה מסוימת בעלת תוחלת   μ  וסטיית תקן   20  , נלקח מדגם מקרי בגודל 400, נתקבל ממוצע 
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  על סמך מדגם זה  נבדקו ההשערות הבאות :

H 0: μ  =35
H1: μ  <35

      מהי מסקנת הבדיקה ברמת מובהקות = 0.05. חשב את מובהקות התוצאה 
     (p-value).
     תשובה:א. 
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12. הזמן הדרוש לבצע ניתוח מסוים הוא בממוצע 8 שעות עם סטיית תקן של 4 שעות. רופא מציע שיטת ניתוח חדשה לקיצור התהליך, וטוען כי הזמן הדרוש לפי שיטתו הוא בממוצע  5 שעות בלבד. נלקח מדגם בגודל 64, והתקבל ממוצע
[image: image452.wmf]8
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. בדוק את טענתו ברמת מובהקות 0.01 . חשב את ההסתברות לטעות מסוג שני ואת מובהקות התוצאה (p-value).
    תשובה:
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13. תוך אוכלוסייה מסוימת בעלת תוחלת μ , וסטיית תקן 
[image: image456.wmf]20
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. נלקח מדגם מקרי בגודל 200. על סמך מדגם זה  נבדקות צמד ההשערות הבאות :

H 0: μ  =50
H1: μ  =55

מוצע כלל ההחלטה הבא : דחה את השערת האפס אם    X>52.8
1. חשב את ההסתברות לטעות מסוג ראשון.

2. חשב את ההסתברות לטעות מסוג שני.

     תשובה:  
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בדיקת השערות להפרש 
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 ממוצעי שתי אוכלוסיות
 כאשר 
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  ידועות.
מבחן חד-כיוני ימני:   במבחן זה רוצה החוקר לבדוק  את ההשערה שהממוצע  
האוכלוסייה  עלה.
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אזור  דחית  
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מבחן חד-כיוני שמאלי:  במבחן זה רוצה החוקר לבדוק  את ההשערה שהממוצע  
האוכלוסייה  ירד.
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אזור  דחית  
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מבחן דו-כיוני:  במבחן זה רוצה החוקר לבדוק  את ההשערה שהממוצע  
האוכלוסייה  השתנה (ללא ציון כוון השינוי).
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אזור  דחית  
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תרגילים
1. במחקר על רמת המשכל של ילידי הארץ הועברו מבחני אינטליגנציה ל- 30 משפחות שבהן גם הוריהם ילידי הארץ וממוצע הציונים היה 106.9. כמו כן הועבר המבחן ל- 20 ילדים ממשפחות אשר הוריהם עלו לארץ בשנות ה- 60 וממוצע ציוניהם היה 102.8 . ידוע כי ציוני המבחנים הללו מפולגים נורמלית עם סטיית תקן 15. 

1. האם התוצאות מעידות על קיום הבדל ברמת המשכל בין שתי קבוצות הילדים הללו ברמת המובהקות 0.05? 

2. בנה רווח סמך ברמת סמך של 97.5% להפרש תוחלת הציונים המתוארים לעיל, האם יש קשר בין מה שקיבלת לבין סעיף א' ? אם כן, הסבר.

     תשובה: א. 
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2. השונות של המשכורת החודשית לפועל בנמל חיפה היא $400  ושל פועל בנמל  אשדוד    היא
$300  פועלי נמל אשדוד  טוענים שמשכורתם של פועלי נמל חיפה גבוהה משלהם. לבדיקת טענה זו נבחר מדגם מקרי של 144 מפועלי נמל חיפה, ונמצא שמשכורתם  החודשית הממוצעת הייתה 5000$   בעוד משכורתם הממוצעת של 121 מפועלי נמל אשדוד שנבחרו מקרית הייתה $4950. בדוק את ההשערה ברמת מובהקות של 5%.
תשובה: 
[image: image486.wmf]77
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3. חוקר מעוניין לבדוק את הטענה כי סטודנטים הלומדים במגמת חשבונאות מקדישים זמן רב יותר ללימודים בהשוואה לסטודנטים הלומדים במגמת למשפטים.
משך זמן הלמידה הממוצע של 50 הלומדים חשבונאות הוא 25 שעות שבועיות.  משך זמן הלמידה הממוצע של 40 הלומדים משפטים הוא 21.5 שעות שבועיות.  ידע כי סטיית התקן של הלומדים במגמת חשבונאות והן של הסטודנטים למשפטים היא 5.8 שעות.
א. מהי מסקנתך ברמת מובהקות של 1%.
ב. מצא את 
[image: image488.wmf]a

 המינימאלית לדחיית השערת אפס. 
תשובה:  א. השערת 
[image: image489.wmf]0
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 נידחת.   ב. 
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4. חברת "המוביל 2000" הפועלת בשוק הטלפונים הסלולאריים מעוניינת לצאת במבצע אטרקטיבי רחב היקף לחיילי צה"ל.  בטרם יצא הקמפיין הפרסומי לדרך מעוניינים בהנהלת החברה לבדוק האם קיימים הבדלים בהוצאות השימוש החודשיות בין החיילים לחיילות.לשם כך נבחר מדגם מקרי של 35 חיילים ונמצא כי ההוצאה החודשית הממוצעת עמדה על 185 ₪. מדגם מקרי של 30 חיילות הראה בממוצע הוצאה של 200 ₪ לחודש. ידוע כי שונות ההוצאה החודשית בקרב החיילים היא 675 ₪  וסטיית התקן של ההוצאה החודשית בקרב החיילות היא 31.5 ₪.
א. מהי מסקנתך ברמת מובהקות של 3%.
ב. מצא את 
[image: image491.wmf]a

 המינימאלית לדחיית השערת אפס. 
תשובה:  א. לא דוחים את השערת 
[image: image492.wmf]0
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5. הועלתה טענה כי עטים נובעים נגמרים מהר יותר מעטים כדוריים. לצורך בדיקת הטענה נלקח מדגם של 15 עטים נובעים ושל 20 עטים כדוריים. במדגם נמצא כי בממוצע החזיקו העטים הנובעים 45 יום בעוד העטים הכדוריים החזיקו בממוצע 51 יום. בהנחה שסטיית התקן של משך הזמן ידועה והיא 12 ימים לשני סוגי העטים וכי התפלגות משך הזמן נורמלית לשני סוגי העטים.
א. בדוק את הטענה ברמת מובהקות של 1%. 
ב.  מה תהיה מסקנת הבדיקה עבור רמת מובהקות של 10%?
תשובה:  א. מקבלים את השערת 
[image: image494.wmf]0
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.   ב.  דוחים את השערת 
[image: image495.wmf]0
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6. מגזין הרכב השבועי  "מוטור"  מעוניין לערוך בדיקה השוואתית  בנוגע לתצרוכת הדלק בין שני רכבים האחד מתוצרת יפן והשני מתוצרת קוריאה.  נבדקו 20 רכבים מכל תוצרת והתקבלו התוצאות הבאות: 
הרכב היפני צרך  בממוצע ליטר אחד בנזין עבור 12.2 קילומטר של נסיעה מחוץ לעיר.
הרכב הקוריאני  צרך  בממוצע ליטר אחד בנזין עבור 11.8 קילומטר של נסיעה מחוץ לעיר.
הנח כי סטיית התקן של הרכב מהתוצרת היפנית הוא 0.6 ק"מ לליטר אחד בנזין וזו של הרכב הקוריאני  0.4 ק"מ לליטר אחד בנזין.  
א.  מה תהיה מסקנת הבדיקה עבור רמת מובהקות של 4%?
ב. מצא את 
[image: image496.wmf]a

 המינימאלית לדחיית השערת אפס. 
תשובה:  א. דוחים את השערת 
[image: image497.wmf]0
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.  ב. 
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7. חוקר מעוניין לבדוק את הטענה כי שכרם של גברים המועסקים במשרה ציבורית  גבוה בלפחות 800 ₪ משכרן של הנשים בעבודות מקבילות.  לשם כך נבחר מדגם מקרי של 36 גברים המועסקים ונמצא כי שכרם  הוא 7000 ₪ .  מדגם מקרי של 64 מועסקות הראה  הממוצע של  5950 ₪ .
ידע כי סטיית התקן הן של המועסקים והן של המועסקות עומדת על 520 ₪.
א.  מה תהיה מסקנת הבדיקה עבור רמת מובהקות של 5%?
ב. מצא את 
[image: image499.wmf]a

 המינימאלית לדחיית השערת אפס. 
תשובה:  א. דוחים את השערת 
[image: image500.wmf]0
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.  ב. 
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התפלגות חי-בריבוע 
[image: image502.wmf]2

c


 מבחן  חי-בריבוע לטיב התאמה
 מבחן 
[image: image503.wmf]2

c

 לטיב הטעמה הוא מבחן סטטיסטי הבודק האם התפלגות כלשהי  מתאימה לנתונים.

     קיים משתנה בעל k   קטגוריות. נלקח מדגם מקרי בגודל n.
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         נסמן: 
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 - השכיחות שהתקבלה במדגם בקטגוריה 
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        אזור  דחיית 
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        אזור קבלת  
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 תרגילים
1. על מנת לקבל רישיון נהיגה עובר אדם מבחן נהיגה מעשית עד שעובר אותו בהצלחה. הדעה הרווחת היא שההסתברות לעבור מבחן בהצלחה שווה ל- 0.6. להלן טבלה המתארת את    מספר המבחנים המעשיים שעשו 100 נהגים בעלי רישיון נהיגה. 
	מספר המבחנים
	1
	2
	3
	4
	5 ויותר 

	מספר הנהגים
	62
	12
	14
	10
	2


האם ניתן לקבל את הדעה הרווחת ברמת מובהקות של 5%?

     תשובה: 
[image: image517.wmf]09
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, דוחים את הדעה  (את 
[image: image518.wmf]0

H

).

2. בעל רשת בתי קולנוע טוען ששיעור הצופים בסרטים שגילם עד 30 גבוה פי 2 משיעור הצופים שגילם 30 או יותר. נלקח מדגם מקרי של 525 צופים ונמצאו בו 310 צופים עד גיל 30 ו2-15 צופים בני 30 או יותר . בדוק את השערת בעל רשת בתי הקולנוע ברמת מובהקות של 1%.

     תשובה: 
[image: image519.wmf]71
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, דוחים את הטענה  (את 
[image: image520.wmf]0
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3. הטבלה הבאה מציגה את מספר הלידות בשנה מסוימת בבת חולים מסוים בארה"ב

	חודשים
	אוקטובר-דצמבר
	יולי- ספטמבר
	אפריל-יוני
	ינואר-מרץ

	מס' לידות
	110
	57
	53
	80


נטען כי בחודשים אוקטובר – דצמבר, מס' הלידות הוא פי 2 מכל אחד מן הרבעונים האחרים. בדוק את ההשערה ברמת מובהקות של 10%.

     תשובה:  
[image: image521.wmf]47

.

8

2

=

X

,  דוחים את הטענה  (את 
[image: image522.wmf]0
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4. א. באוכלוסייה מסוימת יש 4 סוגי דם, O, B,  AB, A. חוקר טוען ש - 4 סוגי הדם צריכים להיות ביחס של  2:3:3:1 בהתאם. נבדק מדגם בגודל 180 והתקבלו התוצאות הבאות: 

	A
	AB
	B
	O

	37
	64
	56
	23


בדוק את הטענה ברמת מובהקות =0.01.

     תשובה: 
[image: image523.wmf]21
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,  לא דוחים את הטענה  (את 
[image: image524.wmf]0

H

).

5. בניסוי שערך הגנטיקאי מנדל עם אפונים הוא קיבל אפונים ב-4 צורות. A, B, C, D
לפי התיאוריה הגנטית שלו החלוקה בין 4 הצורות צריכה להיות ביחס של 1:3:3:9 בהתאמה. להלן התוצאות  של בדיקה שנעשתה   

	צורת האפונה
	A
	B
	C
	D

	השכיחות 
	32
	101
	108
	315


בדוק את ההשערה ברמת מובהקות של 0.05.

     תשובה: 
[image: image525.wmf]446
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=

X

,  לא דוחים את התיאוריה  (את 
[image: image526.wmf]0

H

).
6. חוקר ביקש לבדוק את ההשערה כי המשקל באוכלוסייה מסוימת הוא בעל התפלגות נורמלית בממוצע של 60 ק"ג וסטיית תקן של 10 ק"ג. לצורך העניין נבדק מדגם מקרי של 20 אנשים מהאוכלוסייה והתקבלו התוצאות הבאות: 

	משקל בק"ג
	פחות מ- 40
	40-50
	50-70
	70-80
	יותר מ- 80

	שכיחות 
	0
	2
	14
	3
	1


מהי מסקנתך ברמת מובהקות של 5%?
     תשובה: 

	משקל בק"ג
	פחות מ- 40
	40-50
	50-70
	70-80
	יותר מ- 80

	השכיחות  הצפויה
	0.456
	2.718
	13.652
	2.718
	0.456


      
[image: image527.wmf]334

.

1

2

=

X

, לא דוחים את ההשערה  (את 
[image: image528.wmf]0

H

).

7. באצטדיון אתלטיקה קיימים 6 מסלולי ריצה. מעוניינים לבדוק האם מיקום המסלולים אינו משנה את סיכוי הזכייה של הרצים בהם . לשם כך נלקח מדגם מקרי של 120 תחרויות ונבדק מספר הזכיות בכל מסלול. להלן התוצאות שנתקבלו:

	מספר מסלול
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	מספר הזכיות
	24
	19
	18
	25
	17
	17


     מהי מסקנתך ברמת מובהקות 5% ?
     תשובה:  
[image: image529.wmf]2

.

3

2

=

X

,  לא דוחים את ההשערה  (את 
[image: image530.wmf]0

H

).

8. מארגני משחק טוענים כי במשחק מסוים ניתן להרוויח 3 שקלים בהסתברות ¼, להפסיד 3 שקלים בהסתברות 1/4, להרוויח 2 שקלים בהסתברות 1/6, להפסיד 2 שקלים בהסתברות 1/6 ולא להרוויח כלום בהסתברות 1/6. כדי לבדוק את טענת עורכי המשחק הוחלט לבדוק את התוצאות של 60 משחקים. התקבלו התוצאות הבאות.

	תוצאת המשחק
	3-
	2-
	0
	2
	3

	שכיחות
	13
	11
	10
	12
	14


מהי מסקנתך ברמת מובהקות 1%?
     תשובה:  
[image: image531.wmf]83

.

0

2

=

X

, לא דוחים את ההשערה  (את 
[image: image532.wmf]0

H

).

9.  ראובן חושד שהקובייה שהוא קנה משמעון היא לא הוגנת. לצורך בדיקה הוא הטיל את   
     הקובייה 60 פעמים והוא קיבל את התוצאות הבאות
	6
	5
	4
	3
	2
	1
	תוצאה

	17
	6
	11
	4
	7
	15
	שכיחות


מהי מסקנת הבדיקה ברמת מובהקות =0.05.   (לא הוגנת, 11.1<13.6)
מבחן חי-בריבוע לאי-תלות בלוח שכיחות

מבחן  
[image: image533.wmf]2

c

 לאי-תלות הוא מבחן סטטיסטי הבודק האם אין תלות בין שני משתנים של אותה 

אוכלוסייה.  קיימים שני משתנים.  האחד בעל   r קטגוריות,  השני  בעל c  קטגוריות.

נלקח מדגם מקרי בגודל  n  מהאוכלוסייה. 


          אין תלות בין שני המשתנים  
[image: image534.wmf]:

H

0


          יש  תלות בין שני המשתנים  
[image: image535.wmf]:

H

1


     הטבלה הבאה בנויה עבור r = 2,  c = 3.

	
[image: image536.wmf]3

11k

k1

XO

=

=

å


	
[image: image537.wmf]13

O


	
[image: image538.wmf]12

O


	
[image: image539.wmf]11

O



	
[image: image540.wmf]3

22k

k1

XO

=

=

å


	
[image: image541.wmf]23

O


	
[image: image542.wmf]22

O


	
[image: image543.wmf]21

O



	סה"כ  n  
	
[image: image544.wmf]3

3k3

k1

YO

=

=

å


	
[image: image545.wmf]3

2k2

k1

YO

=

=

å


	
[image: image546.wmf]3

1k1

k1

YO

=

=

å





[image: image547.wmf]j

i

O

 - השכיחות אשר התקבלה במדגם  עבור קטגוריה i של   המשתנה הראשון ועבור קטגוריה  j
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 השכיחות הצפויה  בהנחה ש-
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 נכונה  עבור קטגוריה i של המשתנה הראשון ועבור    
         קטגוריה j של המשתה השני,j =1, . . . ,c)      ( i =1, . . . ,r,    ,   
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                "דרגות חופש" למבחן 
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                      אזור קבלת  
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תרגילים

1. נבחרו 150 מין החברות נסחרות בבורסה, והנתונים בתבלה הם סיכום מצבן של חברות אלה בשני ימים עוקבים  (יום רביעי ויום חמישי בשבוע).  על סמך הנתונים האלה רוצה החוקר לבדוק 
    (ברמת מובהקות של 5%) אם למצב  של חברה בבורסה ביום מסוים יש השפעה על מצבה למחרת או שלמעשה ההחלטה לגבי קניה או מחירה של  מניה מסוימת אינה מושפעת מעלייתה או מירידתה של המניה ביום הקודם.

	סה"כ
	ללא שינוי
	ירידה
	עליה
	יום חמישי

יום רביעי

	60
	9
	22
	29
	עליה

	58
	12
	8
	38
	ירידה

	32
	6
	9
	17
	ללא שינוי

	150
	27
	39
	84
	סה"כ


תשובה:  
[image: image561.wmf]164

.

8

2

=

X

, אין השפעה, לא דוחים את ההשערה  (את 
[image: image562.wmf]0

H

).

2. במחקר שוק לגבי מכונית חדשנית  נשאלו 100 צעירים  (עד גיל 35) ו-150 מבוגרים (בגיל 35  

     ומעלה)   אם הם  מעדיפים דגם חדשני זה של מכונית על פני הדגם השמרני.
     78   מן הצעירים ו-92 מן המבוגרים ענו שהם מעדיפים את הדגם החדשני. החוקר רוצה לבדוק  
     ברמת מובהקות של 5% האם קיימת תלות בין גיל הנהג לבין הדגם  שאותו הוא מעדיף.

     תשובה:  
[image: image563.wmf]6593

.

7

2

=

X

, התלות קיימת, דוחים את ההשערה  (את 
[image: image564.wmf]0

H

).

3. רצו לבדוק האם קיימת תלות בין מין האדם לבין צבע שערו. לצורך בדיקת ההשערה נלקח מדגם  של 200 אנשים והתקבלו התוצאות:


	
	שחור
	חום
	בלונדיני
	סה"כ

	זכר
	50
	40
	30
	120

	נקבה
	30
	30
	20
	80

	סה"כ
	80
	70
	50
	200


תשובה:  
[image: image565.wmf]446

.

0

2

=

X

,  אין תלות,  לא דוחים את השערת האפס (את 
[image: image566.wmf]0

H

).

4.  100 אנשים שנבחרו מקרית סווגו לפי מינם ולפי עמדתם לגבי כביש חוצה ישראל.

     אמד ברמת בטחון של 0.99 האם יש קשר בין המין ובין העמדה כלפי הכביש.
 

	סה"כ
	אוהד
	לא אוהד
	

	60
	35
	25
	נשים

	40
	35
	5
	גברים

	100
	70
	30
	סה"כ


  תשובה:  
[image: image567.wmf]9.792

=

2

Χ

,  יש תלות,  דוחים את השערת האפס (את 
[image: image568.wmf]0

H

).

5. 50 איש נשאלו על מידת שימושם במוצר מסוים נמצא כי מתוך 30 נשים 17 השתמשו במוצר,  
    ומתוך הגברים 10 השתמשו במוצר.  האם קיים פער בין רמת השימוש במוצר של גברים ונשים 
    ברמת בטחון של  0.95?
   
[image: image569.wmf]0.21

=

2

X

 תשובה: אין תלות,  לא דוחים את השערת האפס.

6.  צופים ספרו את מספר התקריות האלימות שהתרחשו בזמן ההפסקה המרכזית בבית ספר בעיר גדולה. מתוך 100 תלמידים 55 היו בנים. נמצא כי בזמן ההפסקה 27 בנים היו מעורבים     בפעילויות אלימות ו- 8 בנות. האם יש הבדל בין שיעור הפעילות האלימה של בנים ובנות?

[image: image570.wmf]10.67

=

2

X

 יש תלות,  דוחים את השערת האפס. תשובה:  
7.  רצו לבדוק האם העדפת טעם מתוק, מר, חמוץ או חריף מתפלגת באופן שונה בדתות שונות.

להלן תוצאות מחקר של העדפות הטעמים בקרב 4 עדות שונות.

ענו ברמת בטחון של 0.95.
	בודהיסטים
	מוסלמים
	נוצרים
	יהודים
	

	12
	27
	42
	33
	מעדיפים מתוק

	5
	2
	4
	2
	מעדיפים מר

	7
	2
	3
	5
	מעדיפים חמוץ

	10
	15
	1
	6
	מעדיפים חריף



[image: image571.wmf]30.811

=

2

X

 תשובה:  יש תלות,  דוחים את השערת האפס.

8.  בבדיקת הצלחה במבחן לשון לפי מין נמצא כי מתוך 200 סטודנטים 72 בנות הצליחו ו- 48 בנים הצליחו. 57 מהבנות לא הצליחו ו- 23 בנים לא הצליחו.
    ברמת בטחון של 95% האם יש קשר בין המין לבין הצלחה במבחן בלשון?


[image: image572.wmf]2.63

=

2

X

   תשובה:  אין תלות,  לא דוחים את השערת האפס. 
9. מנהל יצור טען  שקיימים הבדלים ניכרים בשכיחות התקלות בין משמרת הבוקר,  משמרת הצהריים ומשמרת הלילה.  כדי לבדוק את הטענה נטל חוקר העבודה מדגם מקרי של רישומי מספר  התקלות בעבודה שקרו במשמרות השונות. הרישומים מובאים בטבלה שלהלן:

	מס' התקלות
	בוקר
	צהריים
	לילה

	0
	6
	30
	2

	1
	10
	10
	1

	2
	5
	5
	1

	3
	9
	5
	4


ערוך את החישובים הדרושים על מנת לקבוע ברמת מובהקות של 5% , האם קיימת תלות בין 
      סוג המשמרת לבין שכיחות התקלות הקורות בה.
          
[image: image573.wmf]19.168

=

2

X

 תשובה:   קיימת תלות,  דוחים את השערת האפס.

10. מעומד בחירות שלח את אחד  מתומכיו לחקור את התמיכה בו בקרב  הציבור. מקרב 70 נשים  שרואיינו 30 היו בעד המועמד, 32 נגד והיתר טרם החליטו. בקרב 30 גברים שרואיינו  10 היו  בעד המועמד, 18 נגד והיתר טרם החליטו.  האם קיימת תלות בין מין הנשאל לבין צורת הצבעתו?

[image: image574.wmf]2.63

=

2

X

 תשובה:    אין תלות,  לא דוחים את השערת האפס.

11.  במבחן חי בריבע לאי תלות בין שני משתנים 
[image: image575.wmf]53

´

 תוצאה של 16.17 היא 
     מובהקת ברמת ביטחון    של 95%. נכון \ לא נכון.  


12. במבחן חי בריבע לאי תלות יכול להתקבל  
[image: image576.wmf]df0

=

.  נכון \ לא נכון.  
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